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摘 要

本文中,我们完成了以下两部分工作：

1、我们研究了双曲守恒律方程在基于三角函数基近似空间的 RKDG(Runge

Kutta Discontinuous Galerkin)方法下的充分光滑解的全离散误差估计, 本文中的

时间离散采用二阶显式 TVD(Total Variation Diminishing) 龙格库塔. 在合适的

CFL条件下,该误差估计可达 (k+m)阶,其中m取决于所选择的数值通量,在迎风

数值通量条件下, m = 1,在一般的单调数值通量的条件下, m = 1
2
.

2、我们证明了双曲守恒律方程在基于三角函数基近似空间的 RKDG方法下

的充分光滑解的负阶范数估计可达到 (2k+m)阶,进一步,我们通过使用由 B样条

的线性组合组成的卷积核来提取 DG解中“隐藏的精度”,验证了线性双曲守恒

律方程在基于三角函数基近似空间的 RKDG解经过 SIAC过滤器处理后的解可

以达到 (2k+m)阶的超收敛效果,其中 m取决于所选择的数值通量.

关键词：双曲型守恒律方程; 离散 Galerkin方法; 三角函数基近似空间;

有限元; TVD龙格库塔; 负阶范数; SIAC过滤器; 后处理
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Abstract

In this paper, we completed the following two parts of work:

1. We study the fully discrete error estimation of sufficiently smooth solutions of

hyperbolic conservation law equations using RKDG(Runge-Kutta Discontinuous Galerkin)

method based on the approximate space of trigonometric function bases. Among them,

the time discretization is of second-order display TVD(Total Variation Diminishing)Runge

Kutta method.The error estimation can reach the order of (k+m) under appropriate CFL

condition, where m depends on the selected numerical flux. Under the condition of

upwind numerical flux,m = 1, Under the general condition of monotone numerical

flux,m = 1
2
.

2. We show that the negative norm estimation of sufficiently smooth solutions of

hyperbolic conservation law equations under the RKDG method based on the approxi-

mation space of trigonometric function bases can reach order (2k+m). Further, we can

extract the ”hidden precision” in DG solutions by using convolution kernel composed of

linear combinations of B-splines. We show that the hyperbolic conservation law of the

linear hyperbolic equation can achieve superconvergence of order (2k+m) in the solu-

tion of RKDG based on the approximation space of trigonometric functions after SIAC

filter treatment, where m depends on the selected numerical flux.

Key Words: Hyperbolic conservation law equation; Discontinuous Galerkin method;

Trigonometric approximation space; Finite Element; TVD Runge-Kutta; Negative-

order norm; SIAC filter; Post-processing
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h . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.7 Error analysis of trigonometric basis RKDG .... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

Chapter 3 Negative norm estimation of RKDG approximate so-
lutions based on trigonometric function basis and supercon-
vergence results of SIAC post-processing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3.1 Superconvergence error estimation of SIAC post-processing based on

trigonometric function basis .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3.2 Negative norm estimation of approximate solution of RKDG based on

trigonometric function basis .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

VII



基于三角函数基 RKDG方法的误差分析

3.3 Efficient post-processing ... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

Chapter 4 Numerical experiment . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

Chapter 5 Summary and Prospect . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

Chapter 6 Appendix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

6.1 The proof of lemma 2.2.1 .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

6.2 The proof of the theorem2.7.1 .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

Acknowledgements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

VIII



第一章 引言

第一章 引言

本章首先介绍标量守恒律方程关于RKDG(Runge-Kutta Discontinuous Galerkin)

方法和 SIAC (Smoothness-Increasing-Accuracy-Conserving)后处理的误差分析的研

究背景,随后介绍 2阶 RK方法,传统 DG(Discontinuous Galerkin)方法,以及具有

超收敛性质的后处理方法：SIAC过滤器,然后介绍本文的主要创新点,最后介绍

本文的思路以及各节分工.

1.1 研究背景

双曲型守恒律方程为 20世纪 50年代兴起的一个研究领域,它是数学与力学

之间的一个重要枢纽,在流体力学、空气动力学、天体物理、航空航天、国防等

领域有重要的应用.这类偏微分方程所涵盖的物理问题模型非常广泛,几乎所有

的连续体力学的模型方程均属于这种形式,其中包含了气体、液体、弹性体、等

离子体、星云等等.

数值例子表明,仔细选择近似空间来拟合个别具有特殊初始条件和边界条件

的偏微分方程往往能比基于相同精度阶数的多项式近似空间的 DG方法提供更

准确的结果. 此外,以往利用 SIAC提取线性双曲守恒律方程 DG解的超收敛精度

的研究主要集中在基于多项式基的近似空间,我们现在将这种后处理技术推广到

基于三角函数基的近似空间的 DG解.

本文中,我们考虑如下具有周期边界条件的标量守恒律方程: ut + f(u)x = 0

u(x, 0) = u0(x)

, x ∈ Ω, t ∈ [0, 1] (1.1.1)

本文只讨论一维情形, 不妨设 Ω = I = [0, 1] , 并且假设 f(u) 是 u 的光滑

函数并且满足 f ∈ C3, 我们只考虑(1.1.1) 的光滑解的误差分析. 首先, 我们回顾

DG方法关于双曲方程负阶范数估计和后处理的一些超收敛结果.后处理的基本

思想是用局部平均算子卷积数值解, 目的是获得更好的逼近, 通常是更高阶的逼

近.Zhang和 Shu在一系列论文 [1] [2] [3] 中给出了非线性守恒律光滑解的 RKDG的

1



基于三角函数基 RKDG方法的误差分析

L2 范数的先验误差估计, Xu 等人随后将之推广到了负阶范数的误差估计 [4]. 利

用负阶范数中包含的信息的局部后处理技术最初是由 Bramble和 Schatz [5] 在椭

圆问题的连续有限元方法中发展起来的, 并由 Bramble等人推广到抛物方程, 他

们证明了通过将有限元解与点 x 附近的局部平均算子卷积, 可以构建超收敛逼

近,其中负阶范数的收敛性高于 L2 范数. 随后 Cockburn和 Shu在 [6] [7] 中建立了

一个框架, 借助负阶范数估计建立了双曲方程 DG方法的后处理技术理论, 并证

明了相应的超收敛结果.Ryan等人后来从不同方面对这种后处理技术的扩展进行

了充分的研究,例如对于一般边界条件 [8],对于均匀网格 [9],以及改善流线的可视

化方面的应用 [10], 该后处理技术在 [10] 中被 Ryan 等人命名为 SIAC(Smoothness-

Increasing-Accuracy-Conserving)过滤器.

Bramble和 Schatz在 [11] 中给出了 SIAC后处理的误差估计, 它将经过 SIAC

过滤的 DG解的误差估计与 DG解的负阶范数估计联系起来,利用这种思想, Xu

在 [4] 中,结合 [1] 关于双曲守恒型方程 RKDG的全离散的误差估计可达 O
(
hk+m

)
的结论,证明了 DG解的负阶范数估计可达 O

(
h2k+m

)
,进而推出线性双曲守恒型

方程的 DG解经过 SIAC后处理的解具有 O
(
h2k+m

)
的超收敛阶,其中 m取决于

所选择的数值通量.

上面的工作都是建立在分段代数多项式有限元空间 V k
h 的基础上的, Yuan

在 [12] 中表明, 当数值通量为普通的单调数值通量时, 线性双曲型方程在基于

三角函数基的 DG 格式的半离散误差估计理论可达 O
(
hk+

1
2

)
. Zhang 在 [1] 中

表明, 双曲型方程在基于代数多项式基的 RKDG 格式的全离散误差估计理论

可达 O
(
hk+m

)
. 我们结合两者的思想, 证明了双曲型方程在基于三角函数基的

RKDG 格式的全离散误差估计理论也可达 O
(
hk+m

)
. 在此基础上, 我们进一步

证明了双曲型方程在基于三角函数基的 RKDG格式的解的负阶范数估计也可达

O
(
h2k+m

)
.继而导出线性双曲型方程在基于三角函数基的 RKDG格式的解经过

SIAC后处理也具有 O
(
h2k+m

)
的超收敛阶的结论,其中 m取决于所选择的数值

通量.

证明上述猜想的第一个难点在于, 基于三角函数基的 DG 方法的解的误差

估计需要重新证明, 因为该误差分析的证明实际上就是反复利用 Taylor 展开,

Young’s 不等式, 逆不等式, Gronwall 不等式 [13], 所以我们需要证明当有限元空

间是由分段三角函数基张成的时候,逆不等式仍然成立.第二个难点在于,如何利

用三角函数基的特性,并结合基于三角函数基的 DG方法的解的误差估计,来得

到基于三角函数基的 DG方法的解的负阶范数估计.

2
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1.2 DG方法

这里我们简单地回顾一下求解双曲问题的基于代数多项式基的 DG方法.首

先, 考虑一维守恒律方程(1.1.1), 将区间 I = [0, 1] N 等分, 对于每一个区间端点{
xj+ 1

2

}N

j=0
,我们令 Ij =

(
xj− 1

2
, xj+ 1

2

)
, hj = xj+ 1

2
− xj− 1

2
, j = 1, . . . , N ,我们定义

h = max1≤j≤N hj ,如果我们将(1.1.1)乘以任意测试函数 v(x),在区间 Ij 上积分,并

分部积分,我们可以得到如下弱形式：

∫
Ij

utv dx−
∫
Ij

f(u)vx dx+ f
(
uj+ 1

2

)
vj+ 1

2
− f

(
uj− 1

2

)
vj− 1

2
= 0,

这里 uj+ 1
2
= u

(
xj+ 1

2

)
, 我们用 uh, vh 分别替代真解 u和测试函数 v,其中 uh, vh

均在分段代数多项式近似空间 V k
h 中,其中:

V k
h =

{
v : v|Ij ∈ P k (Ij) , j = 1, . . . , N

}
,

P k (Ij)是区间 Ij 上次数至多为 k的多项式空间.

DG方法如下: 找到 unh ≡ unh(x) ∈ V k
h ,使得对任意 vh ≡ vnh(x) ∈ V k

h , 1 ≤ j ≤

N ,有:

∫
Ij

(uh)t vhdx−
∫
Ij

f (uh) (vh)x dx+ f̂ (uh)j+ 1
2
(vh)

−
j+ 1

2
− f̂ (uh)j− 1

2
(vh)

+
j− 1

2
= 0,

(1.2.1)

其中数值通量 f̂(u)j+ 1
2
= f

(
u−
j+ 1

2

, u+
j+ 1

2

)
.

(1.2.1) 是一个关于时间的常微分方程, 可以用 RK 方法离散, 进而得到全离散的

格式.

1.3 二阶 RK方法

对于双曲问题,我们经常使用一类高阶非线性稳定 RK时间离散. 这类时间

离散的一个显著特征是它们是一阶向前欧拉的凸组合,因此它们在向前欧拉的任

何半范数 (总变分半范数、最大范数、熵条件等)下都保持很强的稳定性.这些方

法首先在 [14] [15] 中提出,随后在 [16] [17] 中得以推广.我们这里介绍如下 2阶 RK方

法：考虑

ut = L(u, t),

3
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其中 L(u, t)是一个空间离散算子,则二阶 RK方法如下：

u1 = un +∆tL (un, tn) ,

un+1 =
1

2
un +

1

2
(u1 +∆tL (u1)) .

(1.3.1)

1.4 SIAC过滤器

SIAC过滤器是 Bramble和 Schatz [5] 为有限元方法能获得更好的逼近而提出

的一种后处理技术,该后处理技术随后在 [7] 中被推广到 DG方法中.在一维情况

下,过滤后的近似解 u∗h为：

u∗h = K2k+1,k+1
h ∗ uh,

其中 K2k+1,k+1
h =

K2k+1,k+1( x
h)

hd (d是空间的维数,h是区间的长度). K2k+1,k+1(x)满

足以下三个性质:

(1) K2k+1,k+1具有紧支集.

(2)K2k+1,k+1通过卷积重构了 (2k)次多项式有限元空间的基函数 p (卷积重构性),

即:

K2k+1,k+1 ∗ p = p, ��p = 1, x, x2, · · · x2k. (1.4.1)

(3) K2k+1,k+1是 B-样条的线性组合.即:

K2k+1,k+1(y) =
k∑

γ=−k

c2k+1,k+1
γ ψ(k+1)(y − γ),

其中 ψ(k+1)(y − γ)是 B-样条 [18], B-样条函数 ψ(i)是通过递归来定义的:

ψ(1) = χ,

ψ(n+1) = ψ(n) ∗ χ, n ≥ 1

4
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χ是区间
(
−1

2
, 1
2

)
上的特征函数,即 χ(− 1

2
, 1
2)
(x) =

 1, x ∈
(
−1

2
, 1
2

)
0, 其他

例如

ψ(1)(x) =


0, x < −1

2

1, −1
2
≤ x < 1

2

0, x ⩾ 1
2

ψ(2)(x) =



0, x < −1

x+ 1, −1 ⩽ x < 0

−x+ 1, 0 ≤ x < 1

0, x ⩾ 1

ψ(3)(x) =



0, x < −3
2

1
2

(
x+ 3

2

)2
, −3

2
≤ x < −1

2

3
4
− x2, −1

2
≤ x < 1

2

1
2

(
−x+ 3

2

)2
, 1

2
≤ x < 3

2

0, x ⩾ 3
2

c2k+1,k+1
γ ∈ R是依据 (1.4.1)确定的常系数

例如 k = 1时,则有
K3,2(x) ∗ 1 = 1,

K3,2(x) ∗ x = x,

K3,2(x) ∗ x2 = x2,

⇒


1 1 1

x+ 1 x x− 1

x2 + 2x+ 7
6

x2 + 1
6

x2 − 2x+ 7
6




c−1

c0

c1

 =


1

x

x2

 .

⇒ c−1 = − 1

12
, c0 =

7

6
, c1 = − 1

12
,

同理 k = 2时,可得:

c−2 =
37

1920
, c−1 = − 97

480
, c0 =

437

320
, c1 = − 97

480
, c2 =

37

1920
.

这三个对于卷积核的性质是基于以下观察结果:

1、第一个性质,从计算的角度来看,卷积核具有紧支集是有利的.

5
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2、第二个性质,保证了 (k + 1)阶精度不会被后处理破坏掉.

3、第三个性质,允许我们用简单的差商来表示与核的卷积的导数.

1.5 本文创新点

本文的创新点有以下两个：

1、Zhang在 [1]中给出了双曲守恒型方程的基于多项式基 RKDG解的全离散

误差分析,Yuan在 [12] 中给出了双曲守恒型方程的基于三角函数基的 DG解的半

离散误差分析,我们结合两者的工作,给出了双曲守恒型方程的基于三角函数基

的 RKDG解的全离散误差分析.

2、我们给出了基于三角函数的 RKDG近似解的负阶范数估计,进而导出了

基于三角函数基的 RKDG近似解经过 SIAC后处理的超收敛结论.

1.6 本文思路和分工

本文思路如下：我们先给出标量守恒律方程 (1.1.1)的光滑解在分段三角基

有限元空间 Ṽ k
h 下的误差估计,然后利用这个误差估计,得出在该空间下的负模范

数估计,最后得出 SIAC后处理的超收敛误差估计.

本文各章分工如下：

第二章我们介绍分段三角基有限元空间 Ṽ k
h 的相关定义,并给出三角函数基

有限元空间的插值不等式、逆不等式和 RKDG方法的全离散误差分析. 第三章

我们给出基于三角函数基的 RKDG近似解的负阶范数估计和 SIAC后处理的超

收敛误差估计.第四章是数值实验.第五章是总结与展望.最后在附录中给出定理

的证明.
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第二章 三角函数基 RKDG方法的误差分析

本节介绍分段三角函数基有限元空间 Ṽ k
h 的相关定义并得到误差估计所需要

的误差方程和能量方程.

2.1 基于三角函数基的 RKDG方法

求解双曲守恒律的 DG方法的细节可以在 Cockburn的系列论文 [19] [20] [21] 中

找到. 对于区间 I = [0, 1]的每一个部分
{
xj+ 1

2

}N

j=0
,我们令 Ij =

(
xj− 1

2
, xj+ 1

2

)
, hj =

xj+ 1
2
− xj− 1

2
, j = 1, . . . , N ,我们定义 h = max1≤j≤N hj ,通过数值格式得到的解为

ũnh(x) = ũh(x, tn)其中 ũnh(x) ∈ Ṽ k
h , Ṽ

k
h =

{
v ∈ L1(0, 1) : v|Ij ∈ P̃ k (Ij) , j = 1, . . . , N

}
P̃ k (Ij)为 Ij 上“次数”至多为 k的三角函数基空间,如

P̃ k (Ij) = span{
k+1个︷ ︸︸ ︷

1, sin (x− xj) , cos (x− xj) , sin 2 (x− xj) , cos 2 (x− xj) , . . .},

注意到 Ṽ k
h 上的函数在区间单元交界处是可以有间断的.我们考虑从 p ∈ L2(0, 1)

到 Ṽ k
h 的标准 L2−投影, 定义为 P̃hp, 它被定义为有限元空间 Ṽ k

h 中唯一的函数,

满足: ∫ 1

0

(
P̃hp(x)− p(x)

)
ṽh(x)dx = 0, ∀ṽh(x) ∈ Ṽ k

h , (2.1.1)

为了符号的方便,我们为任意函数 p和 q引入算子:

Hj(p, q)
∆
=

∫
Ij

f(p)∂xq(x)dx− ĥ(p)j+ 1
2
q
(
x−
j+ 1

2

)
+ ĥ(p)j− 1

2
q
(
x+
j− 1

2

)
, (2.1.2)

其中 ĥ(p)j+ 1
2
是一个单调的数值通量, 依赖于 p 在间断点

(
xj+ 1

2
, t
)
的两个值

ĥ(p)j+ 1
2
(t) = ĥ

(
p
(
x−
j+ 1

2

, t
)
, p
(
x+
j+ 1

2

, t
))

, 所谓的单调数值通量, 是指一个函数

ĥ(a, b)满足以下条件:

(a)它是 Lipschitz连续的,因此在任何有界区间上都有界.

(b)它和 f(p)是相容的, i.e. ĥ(p, p) = f(p) .

(c)它是第一个参数的非递减函数,是第二个参数的非递增函数. 此外,对任意函

7
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数 p,我们使用下面的记号:

[p] = p+ − p−, p̄ =
p+ + p−

2
, p±

j+ 1
2

= p
(
x±
j+ 1

2

)
, (2.1.3)

类似于 (1.2.1),我们可以得到三角函数基的 DG方法：找到 ũnh ≡ ũnh(x) ∈ Ṽ k
h ,使

得对任意 ṽh ≡ ṽnh(x) ∈ Ṽ k
h ,有:

∫
Ij

(ũh)t ṽhdx−
∫
Ij

f (ũh) (ṽh)x dx+ f̂ (ũh)j+ 1
2
(ṽh)

−
j+ 1

2
− f̂ (ũh)j− 1

2
(ṽh)

+
j− 1

2
= 0,

(2.1.4)

其中数值通量 f̂(u)j+ 1
2
= f

(
u−
j+ 1

2

, u+
j+ 1

2

)
,

将 (2.1.4)代入二阶 RK格式 (1.3.1)中,我们得到基于三角函数基的全离散 RKDG

方法:

命题 2.1.1 [1]:(基于三角函数基的全离散RKDG方法)找到 w̃n
h ≡ w̃n

h(x) ∈ Ṽ k
h , ũ

n+1
h ≡

ũn+1
h (x) ∈ Ṽ k

h ,使得对任意 ṽh ≡ ṽnh(x) ∈ Ṽ k
h , 1 ≤ j ≤ N ,有:

∫
Ij

w̃n
h ṽhdx =

∫
Ij

ũnhṽhdx+ τ ·Hj (ũ
n
h, ṽh) , (2.1.5a)∫

Ij

ũn+1
h ṽhdx =

1

2

∫
Ij

ũnhṽhdx+
1

2

∫
Ij

w̃n
h ṽhdx+

τ

2
·Hj (w̃

n
h , ṽh) , (2.1.5b)

其中 u0h = P̃hu0(x).

为了后续方便,我们定义如下表达式:

引理 2.1.2 [1]:对任意和 f相容的单调数值通量 f̂ , (即 f̂(p, p) = f(p) )定义:

α(f̂ , p) = α
(
f ; p−, p+

) ∆
=

 [p]−1(f(p̄)− f̂(p)), [p] ̸= 0.

|f ′(p̄)| , [p] = 0.

(2.1.6)

则有如下结论成立: 对任意 p = (p−, p+) ∈ R2,

α(f̂ , p) ≥ 0, (2.1.7a)

α(f̂ , p)有界, (2.1.7b)
1

2
|f ′(p̄)| ≤ α(f̂ , p) + C∗|[p]|, (2.1.7c)

−1

8
f ′′(p̄)[p] ≤ α(f̂ , p) + C∗[p]

2, (2.1.7d)

8
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其中正常数 C∗只与 max (|f ′′| , |f ′′′|)有关.

2.2 误差方程和能量方程

为了得到全离散RKDG(2.1.5)的误差估计,我们需要得到该格式的误差方程,

类似于 [22],第一步推导时间上的截断误差.

引理 2.2.1 [1]:假设 u是 (1.1.1)导数有界的充分光滑解,定义

w(x, t) = u(x, t) + ∂tu(x, t) · τ, (2.2.1)

则对任意 v(x) ∈ L2 (Ij) , 1 ≤ j ≤ N ,有

∫
Ij

w (x, tn) v(x)dx =

∫
Ij

u (x, tn) v(x)dx+ τ ·Hj (u (x, t
n) , v(x)) , (2.2.2a)∫

Ij

u
(
x, tn+1

)
v(x)dx =

1

2

∫
Ij

u (x, tn) v(x)dx+
1

2

∫
Ij

w (x, tn) v(x)dx

+
τ

2
·Hj (w (x, tn) , v(x)) +

∫
Ij

E(x;n)v(x)dx, (2.2.2b)

其中 E(x;n) = O (τ 3).

证明: 该引理的证明过程类似于 [1] 的证明,后续其他定理的证明会用到该引理证

明过程中出现过的式子,为了后续定理的证明的完整性, 我们将该引理的证明写

到附录中.

我们记RKDG格式的每一层的近似误差为 ẽnu = u (tn)− ũnh, ẽnw = w (tn)−w̃n
h ,

因为 ṽh = ṽh(x) ∈ P̃ k (Ij),所以 ṽh ∈ L2 (Ij),则由引理2.1.2和格式 (2.2.2),我们得

到如下误差方程:

推论 2.2.2 [1]:(误差方程)对任意 ṽh ∈ P̃ k (Ij) , 1 ≤ j ≤ N

∫
Ij

ẽnwṽhdx =

∫
Ij

ẽnuṽhdx+ τ ·Hj (u
n, ṽh)− τ ·Hj (ũ

n
h, ṽh) , (2.2.3)

∫
Ij

ẽn+1
u ṽhdx =

∫
Ij

(
1

2
ẽnu +

1

2
ẽnw + E(x;n)

)
vhdx+

τ

2
·Hj (w

n, ṽh)−
τ

2
·Hj (w

n
h , ṽh) ,

(2.2.4)

其中 E(x;n) = O (τ 3) , un = u (tn) ,

wn = w (tn) = w (x, tn) = u (x, tn)− ∂xf (u (x, t
n)) · τ ,

wn
h = uh (x, t

n)− ∂xf (uh (x, t
n)) · τ .

9
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在有限元方法的误差分析中, 我们通常用 η̃w = P̃hw − w, η̃u = P̃hu − u 表

示 w和 u的插值逼近,其中投影 P̃h 的定义见 (2.1.1)我们记 ξ̃u = P̃hu − ũh, ξ̃w =

P̃hw− w̃h,则每一层的误差可以写成 ẽnw = ξ̃nw − η̃nw, ẽ
n
u = ξ̃nu − η̃nu ,经过一个简单的

代入计算,误差方程 (2.2.3),(2.2.4)可以重写成如下能量方程:

推论 2.2.3 [1]:

∫
Ij

ξ̃nwṽhdx =

∫
Ij

ξ̃nu ṽhdx+ K̃n
j (ṽh) , ∀ṽh(x) ∈ P̃ k (Ij) (2.2.5a)∫

Ij

ξ̃n+1
u ṽhdx =

∫
Ij

(
1

2
ξ̃nu +

1

2
ξ̃nw

)
ṽhdx+

1

2
L̃n

j (ṽh)

=

∫
Ij

ξ̃nu ṽhdx+
1

2
K̃n

j (ṽh) +
1

2
L̃n

j (ṽh) , ∀ṽh(x) ∈ P̃ k (Ij) (2.2.5b)

其中

K̃n
j (ṽh)

∆
=

∫
Ij

(η̃nw − η̃nu) ṽhdx+ τ ·Hj (u
n, ṽh)− τ ·Hj (ũ

n
h, ṽh) , (2.2.6)

L̃n
j (ṽh)

∆
=

∫
Ij

(
2η̃n+1

u − η̃nw − η̃nu + 2E(x;n)
)
ṽhdx+ τ ·Hj (w

n, ṽh)− τ ·Hj (w̃
n
h , ṽh) ,

(2.2.7)

定义 K̃n (vh) =
∑N

j=1 K̃
n
j (vh) , L̃n (vh) =

∑N
j=1 L̃

n
j (vh) .

下面我们将用 (2.2.5) 来分析 RKDG 方法的误差, 在 (2.2.5a) 中令测试函数

ṽh = ξ̃nu ,在 (2.2.5b)中令测试函数 ṽh = ξ̃nw,经过一个简单的代入计算,可以得到:

推论 2.2.4 : (能量方程)

K̃n
(
ξ̃nu

)
+ L̃n

(
ξ̃nw

)
=
∥∥∥ξ̃n+1

u

∥∥∥2 − ∥∥∥ξ̃nu∥∥∥2 − ∥∥∥ξ̃n+1
u − ξ̃nw

∥∥∥2 , (2.2.8)

接下来,我们将用能量方程来分析 RKDG格式的误差.
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2.3 Sobolev空间的一些符号说明

W k,p(Ω) =
{
v ∈ Lp(Ω), Dα⃗v ∈ Lp(Ω); |α⃗| ≤ k

}
,其中Dα⃗v为 v的广义导数,(为

了书写方便，后续用 α代替 α⃗),W k,p(Ω)的范数和半范数定义如下:

∥v∥m,p,Ω = ∥v∥Wm,p(Ω) =

∑
|α|≤m

∥Dαv∥pLp(Ω)

 1
p

, 1 ≤ p <∞

∥v∥m,∞,Ω = ∥v∥Wm,p(Ω) = max
|α|≤m

∥Dαv∥L∞(Ω) ,

|v|m,p,Ω = |v|Wm,p(Ω) =

∑
|α|=m

∥Dαv∥pLp(Ω)

 1
p

, 1 ≤ p <∞

|v|m,∞,Ω = |v|Wm,∞(Ω) = max
|α|=m

∥Dαv∥L∞(Ω) .

(2.3.1)

我们对本文中出现的空间的简写,范数的定义提前做出如下解释:

W k,p(I) = {v ∈ Lp(I), Dαv ∈ Lp(I); 0 ≤ α ≤ k} ,

Hk = W k,2,

范数: ∥vh∥2Γh
=

N∑
j=1

∣∣∣vh (xj+ 1
2

)∣∣∣2 . (2.3.2)

对于后面证明中会出现的 vh

(
xj+ 1

2

)
,提前做出如下解释: 注意到 vh 在 xj+ 1

2

处间断, 但只要能通过一致的方法来表示 vh

(
xj+ 1

2

)
, 都可以视作 vh

(
xj+ 1

2

)
的

取值, 例如以在左侧点 x−
j+ 1

2

处的值来代替 vh

(
xj+ 1

2

)
, 则

∑N
j=1

(
vh

(
x−
j+ 1

2

))2
=

∥vh∥2Γh
.

2.4 Sobolev空间的一些结论

我们研究的区域记为 Ω,将区域 Ω̄剖分成有限个子区域,以 T 记任一子区域,

称为单元, ∂T 为单元边界,所有单元的全体组成的集合记为 Jh,Jh是对区域 Ω的

一个剖分,满足: Ω̄ =
⋃

T∈Jh
T 有限元空间 Xh由一个三元组 (T, P,Σ)确定 [23],其

中 h = maxT∈Jh
hT , hT = diamT ,一维时, hT 就是小区间的长度.

T ∈ Jh是单元.

P : 是定义在 T 上的给定类型（如给定次数的多项式空间）.

Σ :是唯一地确定 T 上插值多项式 p ∈ P 的插值数据（例如 Σ = {p (Ai) , Ai 是插

11
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值顶点, p ∈ P (T )}) .

定义 2.4.1 : 称两个有限元 (T̂ , P̂ , Σ̂)和 (T, P,Σ)仿射等价,如果存在一个可逆仿

射变换 F : T̂ → T 使得: F (x̂) = Bx̂ + b = x ∈ T, 对任意x̂ ∈ T̂ ,满足下述 4个

条件:

i) T = F (T̂ ).

ii) P =
{
p : T → R|p = p̂ ◦ F−1 = p̂ (F−1) , p̂ ∈ P̂

}
.

( 如 p (Ai) = p
(
F
(
Âi

))
= p ◦ F

(
Âi

)
= p̂

(
Âi

))
iii) A

(r)
i = F

(
Â

(r)
i

)
, r = 0, 1, 2

iiii) ξ(1)ik = Bξ̂
(1)
ik , ξ

(2)
ik = Bξ̂

(2)
ik .

下面的定理揭示了仿射等价有限元之间的 Sobolev半范数的关系:

定理 2.4.2 [24] , [25]: 设 T 和 T̂ 是仿射等价的,即存在可逆仿射变换 F : T̂ → T

使得: F (ˆ⃗x) = B ˆ⃗x+ b⃗ = x⃗ ∈ T, 对任意ˆ⃗x ∈ T̂ (2.4.1)

若 v ∈ Wm,p(T ),令

v(x⃗) = v ◦ F (ˆ⃗x) ∆
= v̂(ˆ⃗x), (2.4.2)

则 v̂ ∈ Wm,p(T̂ ) ,且

|v̂|m,p,T̂ ≤ C∥B∥m| detB|−
1
p |v|m,p,T , (2.4.3)

其中 C = C(m,n)为正常数, ∥B∥是矩阵 B 的 Euclid范数,类似的:

|v|m,p,T ≤ C∥B−1∥m| detB|
1
p |v̂|m,p,T̂ . (2.4.4)

下面利用 T 及 T̂ 的几何数据来估计 ∥B∥和 ∥B−1∥

定理 2.4.3 [24], [23]:

∥B∥ ≤ h

ρ̂
,
∥∥B−1

∥∥ ≤ ĥ

ρ
, (2.4.5)

其中 hT = diamT, ĥT = diam T̂ , ρT = sup{diamS; 球 S ⊂ T}, ρ̂T = sup{diam Ŝ;

球 Ŝ ⊂ T̂}

注 2.4.4 [25]:

|detB| = meas(T )
meas(T̂ )

, (2.4.6)

12
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此即 F 的 Jacobi矩阵的行列式.

注 2.4.5 : 如果存在一个常数 σ ≥ 1,使得:

max
K∈Th

hT
ρT

≤ σ ,任意h > 0. (2.4.7)

则称剖分 Jh是（拟）正则 (regular)的,且有

[meas(T )]−1/2 ≤ Ch
−d/2
T . (2.4.8)

定义 2.4.6 : 如果 Jh是（拟）正则的,并且存在 常数τ > 0,使得对任意 h>0,有:

min
T∈Jh

hT ≥ τh,

则称 Jh是 Ω的拟一致剖分 (quasi-uniform).

2.5 三角函数基有限元空间的插值不等式

接下来,我们给出这个投影的一些插值不等式,下面将使用 Sobolev空间中常

用的范数和半范数表示法. 为了后续定理的证明,参考 [12],给出以下 3个性质:

命题 2.5.1 [12]:假设 {v0, v1, . . . , vk}是区间 Ij 上的空间 V k
h 的局部基,如果存在与

h无关的常数 ail, bi,且满足 aii ̸= 0,使得:∣∣∣∣∣vi(x)−
k∑
l=i

ail (x− xj)
l

∣∣∣∣∣ ≤ bih
k+1, ∀x ∈ Ij, i = 0, . . . , k, (2.5.1)

则对任意 u(x) ∈ Hk+1 (Ij) ,存在 vh ∈ V k
h 和与 h无关的常数 C,使得:

|vh(x)− u(x)| ≤ C∥u∥Hk+1(Ij)h
k+ 1

2 , ∀x ∈ Ij. (2.5.2)

命题 2.5.2 [12]:假设空间 V k
h 在每个区间 Ij ∈ Ω都满足命题2.5.1中的条件 (2.5.1),

令 Ph 是一个映射到空间 V k
h 的 L2 投影算子,则对任意 u(x) ∈ Hk+1(Ω),存在一

个常数 C,使得:

∥Phu− u∥L2(Ω) ≤ C∥u∥Hk+1(Ω)h
k+1. (2.5.3)

命题 2.5.3 [12]:假设空间 V k
h 在每个区间 Ij ∈ Ω都满足命题2.5.1中的条件 (2.5.1),

令 Ph 是一个映射到空间 V k
h 的 L2 投影算子,则对任意 u(x) ∈ Hk+1(Ω),存在一

13
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个常数 C,使得:

∣∣∣Phu
(
x±
j+ 1

2

)
− u

(
xj+ 1

2

)∣∣∣ ≤ Chk+
1
2∥u∥Hk+1(Ij∪Ij+1). (2.5.4)

利用命题 2.5.1、命题2.5.2、命题2.5.3,可得到如下的投影算子 P̃h 的近似属

性:

定理 2.5.4 : (投影算子 P̃h 的插值不等式)假设 Ṽ k
h 是分段三角基有限元空间,其

中 P̃h 为从 p ∈ L2(Ω)到 Ṽ k
h 的标准 L2 投影,且满足 (2.1.1), η̃w = P̃hw − w, η̃u =

P̃hu− u, w的定义在 (2.2.1),则:

∥∥η̃np∥∥+ h
∥∥η̃np∥∥∞ + h

1
2

∥∥η̃np∥∥Γh
≤ Chk+1∥p∥Hk+1(Ω), (p = u,w), (2.5.5)

其中 C 与 ∥p∥L∞(Hk+1)有关,与 n, h, τ 无关, Γh表示所有单元 Ij 的边界点集

证明: 由 [12] 可知我们定义的分段三角基有限元空间 Ṽ k
h 在每个区间 Ij ∈ Ω都满

足命题2.5.1中的 (2.5.1),所以 P̃h满足命题2.5.2和命题2.5.3

由定理2.5.2 ,我们知:

∥η̃u∥L2(Ω) =
∥∥∥P̃hu− u

∥∥∥
L2(Ω)

≤ C∥u∥Hk+1(Ω)h
k+1.

同理:

∥η̃w∥L2(Ω) =
∥∥∥P̃hw − w

∥∥∥
L2(Ω)

≤ C∥w∥Hk+1(Ω)h
k+1,

即

∥η̃p∥L2(Ω) =
∥∥∥P̃hp− p

∥∥∥
L2(Ω)

≤ C∥p∥Hk+1(Ω)h
k+1, (2.5.6)

注意 ∥vh∥2Γh
=
∑N

j=1

∣∣∣vh (xj+ 1
2

)∣∣∣2 =∑N
j=1

∣∣∣vh (x−j+ 1
2

)∣∣∣2,由命题2.5.3,我们知:

∣∣∣P̃hu
(
x−
j+ 1

2

)
− u

(
xj+ 1

2

)∣∣∣ ≤ Chk+
1
2∥u∥Hk+1(Ij∪Ij+1),

所以：

∥η̃u∥2Γh
=

N∑
j=1

∣∣∣ηu (xj+ 1
2

)∣∣∣2 = N∑
j=1

∣∣∣P̃hu
(
x−
j+ 1

2

)
− u

(
xj+ 1

2

)∣∣∣2
≤

N∑
j=1

Ch2k+1∥u∥2Hk+1(Ij∪Ij+1)
≤ C̃h2k+1∥u∥2Hk+1(Ω),

14
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所以:

∥η̃u∥Γh
≤ Chk+

1
2∥u∥Hk+1(Ω),

同理：

∥η̃w∥Γh
≤ Chk+

1
2∥w∥Hk+1(Ω),

即

∥η̃p∥Γh
≤ Chk+

1
2∥p∥Hk+1(Ω), (p = u,w), (2.5.7)

由 (2.5.2)知 |u(x)− ṽh(x)| ≤ Chk+
1
2∥u∥Hk+1(Ij), x ∈ Ij =

(
x+
j− 1

2

, x−
j+ 1

2

)
,

所以:

∥u− ṽh∥L∞(Ij)
= max

x∈Ij
|u− ṽh| ≤ Chk+

1
2∥u∥Hk+1(Ij), (2.5.8)

∥η̃u∥2L∞ =
∥∥∥P̃hu− u

∥∥∥2
L∞(Ω)

, (2.5.9)

因为 P̃hu是映射到 Ṽ k
h 中的 L2正交投影,所以:

∥∥∥P̃hu− u
∥∥∥2
L∞(Ω)

≤ ∥u− ṽh∥2L∞(Ω) , (2.5.10)

结合 (2.5.8)(2.5.9),(2.5.10),当 h充分小时,有:

∥η̃u∥2L∞ ≤ ∥u− ṽh∥2L∞(Ω) =
N∑
j=1

∥u− ṽh∥2L∞(Ij)

≤ C ′
N∑
j=1

h2k+1∥u∥2Hk+1(Ij)
≤ Ch2k+1∥u∥2Hk+1(Ω) ≤ Ch2k∥u∥2Hk+1(Ω),

所以:

∥η̃u∥L∞(Ω) ≤ Chk∥u∥Hk+1(Ω),

同理:

∥η̃w∥L∞(Ω) ≤ Chk∥w∥Hk+1(Ω),

即

∥η̃p∥L∞(Ω) ≤ Chk∥p∥Hk+1(Ω), (p = u,w), (2.5.11)

结合 (2.5.6)(2.5.7)(2.5.11),我们有:

∥∥η̃np∥∥+ h
∥∥η̃np∥∥∞ + h

1
2

∥∥η̃np∥∥Γh
≤ Chk+1∥p∥Hk+1(Ω), (p = u,w).

15
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定理 2.5.4证毕.

推论 2.5.5 : (投影算子 P̃h的近似属性)假设有限元空间 Ṽ k
h 和投影 P̃h与定理2.5.4

中定义的一样,则:

∥∥η̃n+1
u − η̃nu

∥∥+ ∥η̃nw − η̃nu∥ ≤ Chk+1τ, (2.5.12)

其中 C 只与 ∂tu有关,与 n, h, τ 无关.

证明: 由 (2.5.5)知:

∥∥η̃np∥∥ ≤
∥∥η̃np∥∥+ h

∥∥η̃np∥∥∞ + h
1
2

∥∥η̃np∥∥Γh
≤ Chk+1, (p = u,w), (2.5.13)

其中 C 只与 p有关.

下证 ∥η̃nw − η̃nu∥ ≤ Chk+1τ,

因为 η̃nw = P̃hw − w, η̃nu = P̃hu− u,

由 (2.2.1),有:

η̃nw = P̃h (u+ ∂tu · τ)− (u+ ∂tu · τ) = P̃hu+ τ · P̃h∂tu− u− τ · ∂tu

= η̃nu + τ ·
(
P̃h∂tu− ∂tu

)
= η̃nu + τ · η̃n∂tu,

所以:

η̃nw − η̃nu = τ · η̃n∂tu,

由 (2.5.13), 有: ∥η̃nw − η̃nu∥ = τ · ∥η̃∂tu∥ ≤ τ · Chk+1, 其中 C 只与 ∂tu 有关, 即证

∥η̃nw − η̃nu∥ ≤ Chk+1τ.

下证 ∥η̃n+1
u − η̃nu∥ ≤ Chn+1τ ：

因为 P̃h是线性的,所以:

η̃n+1
u − η̃nu = P̃hu

n+1 − un+1 −
(
P̃hu

n − un
)
= P̃h

(
un+1 − un

)
−
(
un+1 − un

)
,

利用 (6.1.4),(6.1.5),并结合 (1.1.1), (2.2.1),我们有:

16
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u
(
x, tn+1

)
=

1

2
u (x, tn) +

1

2
u (x, tn)− 1

2
∂xf (u (x, t

n)) τ − τ

2
∂xf (w (x, tn)) + O

(
τ 3
)

= u (x, tn)− τ

2
(∂xf (u (x, t

n)) + ∂xf (w (x, tn))) + O
(
τ 3
)

= u (x, tn) +
τ

2
(∂tu (x, t

n) + ∂tw (x, tn)) + O
(
τ 3
)

= u (x, tn) + τ · ∂tu (x, tn) +
τ 2

2
∂ttu (x, t

n) +O
(
τ 3
)

= u (x, tn) + τ · ∂tu (x, tn) +O
(
τ 2
)
,

所以: u (x, tn+1)− u (x, tn) = τ · ∂tu (x, tn) +O (τ 2) ,所以:

P̃h

(
un+1 − un

)
−
(
un+1 − un

)
= P̃h

(
τ · ∂tun +O

(
τ 2
))

−
(
τ · ∂tun +O

(
τ 2
))

= τ ·
(
P̃h (∂tu

n)− ∂tu
n
)
+ P̃h

(
O
(
τ 2
))

−O
(
τ 2
)

= τ ·
(
P̃h (∂tu

n)− ∂tu
n
)

= τ · η̃∂tu,

所以: ∥η̃n+1
u − η̃nu∥ =

∥∥∥P̃h (u
n+1 − un)− (un+1 − un)

∥∥∥ = τ · ∥η̃∂tu∥ ≤ τ · Chn+1,

即证: ∥η̃n+1
u − η̃nu∥ ≤ Chn+1τ,

所以: ∥η̃n+1
u − η̃nu∥+ ∥η̃nw − η̃nu∥ ≤ Chk+1τ + C ′hk+1τ ≤ C ′′hk+1τ.

推论2.5.5证毕.

2.6 分段三角函数有限元空间 Ṽ k
h 上的逆不等式

我们所熟知的逆不等式是针对分段代数多项式有限元空间的,对于分段三角

函数有限元空间,相应的逆不等式需要重新证明. 已知的针对分段代数多项式有

限元空间 V k
h 的逆不等式表述如下: 对任意 vh ∈ V k

h , 存在与 h无关的正常数 C,

使得:

i) ∥∂xvh∥0 ≤ Ch−1 ∥vh∥0 ,

ii) ∥vh∥Γh
≤ Ch−

1
2 ∥vh∥0 ,

iii) ∥vh∥∞ ≤ Ch−
1
2 ∥vh∥0 .

现在想考察,对于分段三角函数有限元空间 Ṽ k
h ,是否也有上述逆不等式的关系.

引理 2.6.1 :设 Jh是 Ω的一个拟一致剖分, P̃ (T )是定义在单元 T ∈ Jh上的三角

函数张成的空间,则 P̃ (T ) ⊂ Wm,p(T ) = {v ∈ Lp(T ) : Dαv ∈ Lp(T ), |α| ≤ m}

证明: 考查 P̃ (T )的所有基函数.

显然 1 ⊂ Wm,p(T ).
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对于 sin(nx), x ∈ T, n = 1, 2, · · · , k，有:

∥ sin(nx)∥L∞(T ) = supx∈T | sin(nx)| ≤ 1 < +∞,这里只考虑一维的情况,即 T是一

维的有限区间,所以:

∥ sin(nx)∥Lp(T ) =

(∫
T

| sin(nx)|pdx
) 1

p

≤
(∫

T

(
∥ sin(nx)∥L∞(T )

)p
dx

) 1
p

= ∥ sin(nx)∥L∞(T ) · T
1
p < +∞,

所以: Dα(sin(nx)) ∈ Lp(T ),

所以: sin(nx) ⊂ Wm,p(T ), x ∈ T, n = 1, 2, · · · , k.

同理: cos(nx) ⊂ Wm,p(T ), x ∈ T, n = 1, 2, · · · , k.所以 P̃ (T )的所有基函数都含

于Wm,p(T ) ,又因为 P̃ (T )是一个有限维空间,

所以 P̃ (T ) ∈ Wm,p(T ).

引理2.6.1证毕.

定理 2.6.2 : (三角基有限元空间 Ṽ k
h 的逆不等式)设 Jh 是 Ω的一个拟一致剖分,

并假设剖分 Jh 是拟正则的, P̃ (T )是定义在单元 T ∈ Jh 上的三角函数张成的空

间,则有下述逆不等式成立:

|p̃|1,T ≤ C

hT
∥p̃∥0,T , 对任意p̃ ∈ P̃ (T ), T ∈ Jh, (2.6.1a)

∥p̃∥0,∞,T ≤ Ch
−n

2
T ∥p̃∥0,T , 对任意p̃ ∈ P (T̃ ), T ∈ Jh, (2.6.1b)

∥p̃∥Γh
≤ Ch

−n
2

T ∥p̃∥0,T , 对任意p̃ ∈ P (T̃ ), T ∈ Jh. (2.6.1c)

其中 C是常数,与 p, T 无关, n是 Ω的维数.

证明: 令 T̂ 是标准单元, 可逆仿射变换 F : T̂ → T, F (x̂) = Bx̂ + b = x ∈ T 则

对任意x̂ ∈ T̂ ,结合引理2.6.1,定理2.4.2的 (2.4.4)式,我们有:

|p̃|1,T ≤ C
∥∥B−1

∥∥ · (detB)
1
2 · |ˆ̃p|1,T̂

≤ C
∥∥B−1

∥∥ · (detB)
1
2 · ∥ ˆ̃p∥1,T̂ ,

(2.6.2)

由于 ∥ ˆ̃p∥0,T̂ 和 ∥ ˆ̃p∥1,T̂ 均是 P̃ (T̂ )上的范数,而 P̃ (T̂ )是有限维空间,因此这两个范

数等价,即

∥ ˆ̃p∥1,T̂ ≤ Ĉ∥ ˆ̃p∥0,T̂ , (2.6.3)

注意到由 (2.3.1)中关于范数和半范数的定义,我们有: ∥v∥0,2,Ω = |v|0,2,Ω,简写为:
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∥v∥0,Ω = |v|0,Ω由 (2.4.3)式,我们有:

∥ ˆ̃p∥0,T̂ = | ˆ̃p|0,T̂ = | ˆ̃p|0,2,T̂ ≤ C| detB|−
1
2 |p̃|0,2,T = C| detB|−

1
2∥p̃∥0,T . (2.6.4)

结合 (2.6.2)(2.6.3),(2.6.4),引理2.6.1, (2.4.3),并利用定理2.4.3(2.4.6)和关于拟正则

的假设 (2.4.7),我们有:

|p̃|1,T ≤ C
∥∥B−1

∥∥ (detB)
1
2∥ ˆ̃p∥1,T̂ ≤ C

∥∥B−1
∥∥ (detB)

1
2∥ ˆ̃p∥0,T̂

≤ C
∥∥B−1

∥∥ (detB)
1
2 (detB)−

1
2∥p̃∥0,T ≤ Cρ−1

T ∥p̃∥0,T ≤ Ch−1
T ∥p̃∥0,T ,

即证 (2.6.1a).

下面给出 (2.6.1b) 的证明, 注意到由 (2.3.1) 中关于范数和半范数的定义, 结合引

理2.6.1和 (2.4.4),我们有:

∥p̃∥0,∞,T ≤ C∥ ˆ̃p∥0,∞,T̂ , (2.6.5)

而在 P̃ (T̂ )上, ∥ ˆ̃p∥0,∞,T̂ 与 ∥ ˆ̃p∥0,T̂ 是等价范数,从而

∥ ˆ̃p∥0,∞,T̂ ≤ Ĉ∥ ˆ̃p∥0,T̂ , (2.6.6)

结合 (2.6.5),(2.6.6),引理2.6.1, (2.4.3),我们有:

∥p̃∥0,∞,T ≤ C∥ ˆ̃p∥0,T̂ ≤ C| detB|−
1
2∥p̃∥0,T , (2.6.7)

再由注2.4.4(2.4.6)和注2.4.5(2.4.8),我们有:

| detB|−
1
2 ⩽ C[ mean (T )]−

1
2 ⩽ Ch

−n
2

T ,

所以 ∥p̃∥0,∞,T ⩽ C| detB|−
1
2∥p̃∥0,T ⩽ Ch

−n
2

T ∥p̃∥0,T , (2.6.8)

即证 (2.6.1b).

下面给出 (2.6.1c)的证明:

回顾我们在 2.3节中对于 ∥vh∥Γh
的定义 (2.3.2),在这里 ∥p̃∥Γh

=
(∑

xj∈Γh

∣∣p̃ (x+j )∣∣2) 1
2

,

其中 p̃
(
x+j
)
会落在某个 T ∈ Jh中.

因为在 x ∈ T 中, p̃(x) ≤ maxx∈T |p̃(x)|,而每一个边界点 xj（或者说 x+j ）都可以
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唯一对应一个单独的 T ,结合 (2.6.8),有:

∥p̃∥Jh
=

∑
xj∈Jh

∣∣p̃ (x+j )∣∣2
 1

2

≤

∑
T∈Jh
x∈T

max |p̃(x)|2


1
2

≤

(∑
T∈Jh

∥p̃∥20,∞,T

) 1
2

≤

(∑
T∈Jh

Ch−n
T ∥p̃∥20,T

) 1
2

≤ h−
n
2

(∑
T∈Jh

C∥p̃∥20,T

) 1
2

≤ h−
n
2 · C ′ · ∥p̃∥0,T ,

即证 (2.6.1c)定理2.6.2证毕.

推论 2.6.3是定理 2.6.2的一个直接推论:

推论 2.6.3 : 对任意ṽ ∈ Ṽ k
h ,存在与 vh和 h无关的常数 C,使得:

(i) ∥∂xṽh∥ ≤ Ch−1 ∥ṽh∥ , (2.6.9a)

(ii) ∥ṽh∥Γh
≤ Ch−

1
2 ∥ṽh∥ , (2.6.9b)

(iii) ∥ṽh∥∞ ≤ Ch−
1
2 ∥ṽh∥ . (2.6.9c)

2.7 三角函数基 RKDG的误差分析结论

为了方便起见, 在不至于引起混淆的情况下, 我们使用以下符号: 对任意 函

数 p和一个近似解 q̃nh (q̃
n
h 可以为 ũnh 或 w̃n

h) .

α
(
ĥ, q̃nh

)
[p]2

∆
=

N∑
j=1

α
(
ĥ, q̃nh

)
j+ 1

2

[p]2
j+ 1

2
,

α2
(
ĥ, q̃nh

)
[p]2

∆
=

N∑
j=1

α2
(
ĥ, q̃nh

)
j+ 1

2

[p]2
j+ 1

2
.

定理 2.7.1 : 记 u是 (1.1.1)的精确解,且是导数有界的充分光滑函数,假设 f ∈ C3,

令 ũh 是基于三角基 RKDG格式 (2.1.5a)(2.1.5b)的数值解,定义相应的数值误差

为 ẽnu = u (tn) − ũnh,如果 Ṽ k
h 是分段高阶三角基组成的有限元空间 (k ≥ 2),则对

足够小的 h,存在如下误差估计:

∥ẽnu∥
2 +

∑
0≤m<n

α
(
ĥ, ũmh

)
[ẽmu ]

2 τ ≤ C
(
h2k+2m + τ 4

)
, (2.7.1)
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其中的时间步长 τ 满足 CFL条件: τ ≤ CCFLh
4
3 , CCFL是任意给定的正常数如果

k = 1,则对足够小的 h,存在如下误差估计:

∥ẽnu∥
2 +

∑
0≤m<n

α
(
ĥ, ũmh

)
[ẽmu ]

2 τ ≤ C
(
h2+2m

)
, (2.7.2)

其中的时间步长 τ 满足 CFL条件: τ ≤ CCFLh,CCFL > 0是一个合适的正数这里

的 ∥ · ∥是 L2(0, 1)中的范数,正常数 C 与 n, h, τ, uh无关,数值通量为迎风数值通

量时, m = 1,数值通量为普通的数值通量时, m = 1
2
.

证明: 将 [1] 中涉及到针对多项式情形成立的 (3.5a-3.5d),(3.6),(3.3),(3.4)以及针对

分段代数多项式有限元空间的逆不等式替换为针对三角基情形成立的

(2.2.5a-2.2.7),(2.2.8),(2.5.5),(2.5.12) 以及针对分段三角基有限元空间的逆不等式

(推论2.6.3)后,该定理的证明类似于 [1]定理 3.1的证明.

为了文章的完整性,我们将详细步骤放在附录中.
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第三章 基于三角函数基的 RKDG解的超收敛后处理

我们先回顾在开集 Ω ∈ Rd 上的负阶 Sobolev范数的定义,我们用 ∥u∥0,Ω 表

示 Ω上 u的标准 L2 范数,对任意自然数 l,我们考虑 Sobolev空间 H l(Ω)上的范

数和半范数,定义为:

∥u∥l,Ω =

∑
|α|≤l

∥Dαu∥20,Ω

 1
2

, |u|l,Ω =

∑
|α|=l

∥Dαu∥20,Ω

 1
2

.

定义负阶范数为:

∥u∥−l,Ω = sup
ϕ∈C∞

0 (Ω)

|
∫
Ω
u(x)ϕ(x)dx|
∥ϕ∥l,Ω

. (3.0.1)

类似于 Bramble和 Schatz [5] 所描述的后处理方法,我们将Mock和 Lax [26] 所使用

的内核函数 (卷积重构 (2k)次多项式)应用到非多项式空间,将三角函数基RKDG

格式的近似解与核函数 K2k+1,k+1
h =

K2k+1,k+1( x
h)

hd 进行卷积 (d是空间的维数),得

到精度更高的近似解.

3.1 基于三角函数基的 RKDG近似解的负阶范数估计

我们首先给出一个结果,它将 u和 u的任意近似 U 的先验估计的负范数与 u

和经过后处理的 U 的 L2误差联系起来. Bramble和 Schatz在 [11]中给出了一个近

似结果,它表明核函数可以从负阶范数中提取隐藏的精度：

定理 3.1.1 [11]: 对于 T > 0,令 u是 (1.1.1)的精确解,令 Ω0,Ω1是 Rd中的开集,满

足 Ω0 + 2 · supp
(
K2k+1,k+1

h (x)
)
⊂⊂ Ω1 ⊂ Ω, U 是 L2 (Ω1)中的一个函数,则:

∥∥∥u−K2k+1,k+1
h ∗ U

∥∥∥
0,Ω0

≤ C1|u|2k+1,Ω1h
2k+1 + C2

∑
|α|≤k+1

∥∂αh (u− U)∥−(k+1),Ω1
,

(3.1.1)

C1, C2只与 Ω0,Ω1, d, k, c
2k+1,k+1
γ 有关,与 h无关.

为了得到后处理解的超收敛误差估计,由定理 3.1.1知,我们需要估计

∥∂αh (u− U)∥−(k+1),Ω1
这样一个负阶范数. [7] [27] [28]表明在线性方程的情况下,
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∥(u−U)∥−(k+1),Ω1 的分析过程可以完全应用到 ∥∂αh (u− U)∥−(k+1),Ω1
. 下面我们先

估计 ∥(u − U)∥−(k+1),Ω1 这样一个负阶范数,为了后续定理的证明,我们先给出如

下的引理:

引理 3.1.2 [4]: 考虑如下的具有周期边界条件的变系数双曲方程:

φt(x⃗, t) +
d∑

i=1

(ai(x⃗, t))φxi
(x⃗, t) = 0, (3.1.2a)

φ(x⃗, 0) = φ0(x⃗), (3.1.2b)

其中 a(x⃗, t) 是一个给定的光滑周期函数, 对任意 l ≥ 0, 固定时间 t 和 a(x⃗, t) ∈

L∞ ((0, T );W 2l+1,∞(Ω)
)
,则 (3.1.2a)的解满足如下性质:

∥φ(x⃗, t)∥l,Ω ≤ C∥φ(x⃗, 0)∥l,Ω, (3.1.3)

其中 C 是一个与 ∥a(x⃗, t)∥L∞((0,T );W 2l+1,∞(Ω))无关的常量.

对于三角函数基有限元空间 RKDG解的负阶范数估计,我们有如下结果:

定理 3.1.3 : 对于 0 < T < T ∗,其中 T ∗是经典解存在的最大时间,

令 u ∈ L∞ ((0, T );W 2k+2,∞(Ω)
)
∩L∞ ((0, T );H2k+2(Ω)

)
∩L2

(
(0, T );W 2k+2,∞(Ω)

)
是 (1.1.1)的精确解,并且假设 f ∈ W 2k+2,∞(Ω),在光滑的初始条件和周期边界条

件下,如果 ũh是三角 DG格式 (2.1.5a)(2.1.5b)的解 (局部基的维数 k > 1
2

),则:

∥u(T )− ũh(T )∥−(k+1),Ω ≤ Ch2k+m, (3.1.4)

其中 C 与 ∥u0∥k+1,Ω , ∥fi∥W 2k+2,∞(Ω), T 有关, 与 h 无关, m 与定理2.7.1中的 m 一

样,取决于数值通量的选择,数值通量为迎风数值通量时, m = 1,数值通量为普通

的单调数值通量时, m = 1
2

.

证明的主要思想是使用对偶论证,当我们考虑负阶范数的定义时,即,对于给

定的 l > 0,我们希望估计：

∥u(T )− ũh(T )∥−l,Ω = sup
ϕ∈C∞

0 (Ω)

| (u(T )− ũh(T ), ϕ)Ω |
∥ϕ∥l,Ω

,
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因此我们需要分析 (u(T )− ũh(T ), ϕ)Ω .针对非线性标量双曲型方程:

ut +
d∑

i=1

(fi(u))xi
= 0, (x, t) ∈ Ω× (0, T ]. (3.1.5)

我们遵循 [7] 和 [4] 给出的分析来估计内积 (u(T )− ũh(T ), ϕ)Ω 我们考虑一个非线

性问题的对偶方程,这个对偶方程的定义不是唯一的（参考 [29]）,我们选择如下

形式的对偶方程:

找到一个函数 φ,使得 φ(·, t)对于所有 t ∈ [0, 1]和在空间的所有维度上都是

单周期的,且满足:

φt +
d∑

i=1

f ′
i(u)φxi

= 0, Ω× [0, T ), (3.1.6)

φ(x, T ) = ϕ(x), (3.1.7)

将 (3.1.5)两边同乘 φ,将 (3.1.6)两边同乘 u,并在 Ω上积分,我们有:

0 = (ut, φ)Ω + (u, φt)Ω +
d∑

i=1

(((f(u))xi
, φ)Ω + (f ′

i(u)u, φxi
)Ω) , (3.1.8)

利用分部积分和边界条件的单周期性质,我们有:

(fi(u)xi
, φ)Ω =

∫
Ω

fi(u)xi
· φdx = φfi(u)|Ω −

∫
Ω

fi(u)φ
′
xi
dx

= φfi(u)|Ω − (fi(u), φxi
)Ω = − (fi(u), φxi

)Ω ,

(3.1.9)

将 (3.1.9)代入 (3.1.8),我们有:

d

dt
(u, φ)Ω + F (u;φ) = 0, (3.1.10)

其中

F (u;φ) =
d∑

i=1

((f ′
i(u)u− fi(u)) , φxi

)Ω , (3.1.11)

(3.1.10)两边对时间积分,得到:

(u(T ), φ(T ))Ω = (u(0), φ(0))Ω −
∫ T

0

F (u;φ)dt, (3.1.12)
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上面这些关系使我们能够估计内积 (u(T )− ũh(T ), ϕ)Ω, 我们跟随 [7] 和 [4] 的思路

结合 (3.1.7),(3.1.12),我们有:

(u(T )− ũh(T ), ϕ)Ω = (u(T ), ϕ)Ω − (ũh(T ), ϕ)Ω

= (u(T ), φ(T ))Ω − (ũh(T ), φ(T ))Ω

= (u(0), φ(0))Ω −
∫ T

0

F (u;φ)dt− (ũh(T ), φ(T ))Ω

= (u(0), φ(0))Ω − (ũh(0), φ(0))Ω −
∫ T

0

d

dt
(ũh, φ)Ω dt−

∫ T

0

F (u;φ)dt

= (u(0)− ũh(0), φ(0))Ω −
∫ T

0

(
((ũh)t , φ)Ω + (ũh, φt)Ω

)
dt−

∫ T

0

F (u;φ)dt,

(3.1.13)

我们仔细考虑下 (3.1.13)的第二项,

由 [4](2.5.2)式:

((ũh)t , ψ)Ω +B (ũh;ψ) = 0, ∀ψ ∈ Ṽ k
h , (3.1.14)

我们人为引入一个函数 χ ∈ Ṽ k
h ,由 (3.1.14),我们有:

((ũh)t , χ)Ω +B (ũh;χ) = 0,

⇒ ((ũh)t , φ− χ)
Ω
+B (ũh;φ− χ) = 0,

⇒ ((ũh)t , φ)Ω = ((ũh)t , φ− χ)
Ω
+B (ũh;φ− χ)− B (ũh;φ) ,

像 [7]中一样

((ũh)t , φ)Ω + (ũh, φt)Ω = ((ũh)t , φ− χ)
Ω
+B (ũh;φ− χ) + (ũh, φt)Ω − B (ũh, φ) ,

(3.1.15)

则:

(u(T )− ũh(T ), ϕ)Ω =(u(0)− ũh(0), φ(0))Ω

−
∫ T

0

(
((ũh)t , φ− χ)

Ω
+B (ũh;φ− χ)

)
dt

−
∫ T

0

((ũh, φt)Ω − B (ũh;φ) + F (u;φ)) dt

≜Θ1 +Θ2 +Θ3,

(3.1.16)
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其中
Θ1 = (u(0)− ũh(0), φ(0))Ω ,

Θ2 = −
∫ T

0

(
((ũh)t , φ− χ)

Ω
+B (ũh;φ− χ)

)
dt,

Θ3 = −
∫ T

0

((ũh, φt)Ω − B (ũh;φ) + F (u;φ)) dt,

引理 3.1.4 : 存在与 h无关的常数 C,使得:

|Θ1| ≤ Ch2k+2 ∥u0∥k+1 ∥φ(0)∥k+1, (3.1.17)

证明: 我们选择 ũh(x, 0) = P̃hu0(x) ∈ P̃ k
h ,

因为P̃hφ(0) ∈ P̃ k
h ,利用 L2投影的性质 (2.1.1),所以:∫

Ω

(
u0 − P̃hu0

)
P̃hφ(0)dx = 0,则:

Θ1 = (u(0)− ũh(0), φ(0))Ω =
(
u(0)− P̃hu0, φ(0)

)
Ω

=
(
u(0)− P̃hu0, φ(0)− P̃hφ(0)

)
Ω
,

利用命题2.5.2 (2.5.3)和 Cauchy-Schwarz不等式,我们有:

|Θ1| ≤
∥∥∥u0 − P̃hu0

∥∥∥
Ω

∥∥∥φ(0)− P̃hφ(0)
∥∥∥
Ω
≤ C1h

2k+2 ∥u0∥k+1 ∥φ(0)∥k+1,即证 (3.1.17).

引理 3.1.5 : 存在与 h无关的常数 C,使得:

|Θ2| ≤Chk
(∫ T

0

∥ũh − u∥2Ω dt
) 1

2
(∫ T

0

∥φ∥2k+1dt

) 1
2

+ Ch2k+2

(∫ T

0

∥φ∥2k+1dt

) 1
2

+ Ch2k+1

(∫ T

0

∥u∥2k+1dt

) 1
2
(∫ T

0

∥φ∥2k+1dt

) 1
2

,

(3.1.18)

证明: 由 Θ2的定义 Θ2 = −
∫ T

0

(
((ũh)t , φ− χ)

Ω
+B (ũh;φ− χ)

)
dt,我们考虑 Θ2

里的积分项,令 χ = P̃hφ ∈ Ṽ k
h ,利用 L2投影的性质 (2.1.1),有:

(
(ũh)t , φ− P̃hφ

)
Ω
= 0,
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由 B的定义,我们有:

B
(
ũh, φ− P̃hφ

)
=

d∑
i=1

∑
K

(
−
(
fi (ũh) ,

(
φ− P̃hφ

)
xi

)
K

+

∫
∂K

f̂i
(
ũLh , ũ

R
h

)
vi

(
φ− P̃hφ

)
ds

)
,

考虑第 i项,利用分部积分,则有:

∑
K

(
−
(
fi (ũh) ,

(
φ− P̃hφ

)
xi

)
K

+

∫
∂K

f̂i
(
ũLh , ũ

R
h

)
vi

(
φ− P̃hφ

)
ds

)
=
∑
K

(
(
(fi (ũh))xi

, φ− P̃hφ
)
K
−
∫
∂K

fi (ũh) vi

(
φ− P̃hφ

)
ds

+

∫
∂K

f̂i
(
ũLh , ũ

R
h

)
vi

(
φ− P̃hφ

)
ds),

=
∑
K

∫
∂K

(fi(u)− fi (ũh)) vi

(
φ− P̃hφ

)
ds+

∑
K

(
(fi (ũh))xi

, φ− P̃hφ
)
K
,

+
∑
K

∫
∂K

(
f̂i
(
ũLh , ũ

R
h

)
− fi(u)

)
vi

(
φ− P̃hφ

)
ds,

= (I) + (II) + (III),

其中

(I) =
∑
K

∫
∂K

(fi(u)− fi (ũh)) vi

(
φ− P̃hφ

)
ds,

(II) =
∑
K

(
(fi (ũh))xi

, φ− P̃hφ
)
K
,

(III) =
∑
K

∫
∂K

(
f̂i
(
ũLh , ũ

R
h

)
− fi(u)

)
vi

(
φ− P̃hφ

)
ds,

(I)的估计:

利用 fi的 Lipschitz连续性,三角基有限元空间的逆不等式 (2.6.9a)(2.6.9b)(2.6.9c)
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和投影近似属性定理2.5.4 (2.5.5),可得:

| (I) |≤ C
∑
K

∫
∂K

| ũh − u| · |φ− P̃hφ | ds

≤ C ∥ũh − u∥L2(Γh)

∥∥∥φ− P̃hφ
∥∥∥
L2(Γ)

≤ Chk+
1
2 ∥ũh − u∥L2(Γh)

∥φ∥k+1

≤ Chk+
1
2

(∥∥∥ũh − P̃hu
∥∥∥
L2(Γh)

+
∥∥∥P̃hu− u

∥∥∥
L2(Γh)

)
∥φ∥k+1

≤ Chk+
1
2

(
h−

1
2

∥∥∥ũh − P̃hu
∥∥∥
L2(Ω)

+ hk+
1
2∥u∥k+1

)
∥φ∥k+1

≤ Chk
∥∥∥ũh − P̃hu

∥∥∥
Ω
∥φ∥k+1 + Ch2k+1∥u∥k+1∥φ∥k+1

≤ Chk ∥ũh − u∥Ω ∥φ∥k+1 + Chk
∥∥∥u− P̃hu

∥∥∥
Ω
∥φ∥k+1 + Ch2k+1∥u∥k+1∥φ∥k+1

≤ Chk ∥u− ũh∥Ω ∥φ∥k+1 + Ch2k+1∥u∥k+1∥φ∥k+1,

(II)的估计:

利用 L2投影的正交性 (2.1.1),有:

(II) =
∑
K

(
(
(fi (ũh))xi

− P̃h

(
(fi (ũh))xi

)
,
(
φ− P̃hφ

))
K

+
(
P̃h

(
(fi (ũh))xi

)
,
(
φ− P̃hφ

))
K
)

=
∑
K

((
(fi (ũh))xi

− P̃h

(
(fi (ũh))xi

)
,
(
φ− P̃hφ

))
K
,

则由 Cauchy-Schwarz不等式和定理2.5.4 (2.5.5),我们有:

|(II)| ≤ C
∥∥∥(fi (ũh))xi

− P̃h

(
(fi (ũh))xi

)∥∥∥
Ω

∥∥∥φ− P̃hφ
∥∥∥
Ω

≤ Chk+1
∥∥(fi (ũh))xi

∥∥
k+1

· Chk+1∥φ∥k+1

≤ Ch2k+2∥φ∥k+1,

(III)的估计:

结合数值通量 f̂i的Lipschitz连续性,三角基有限元空间的逆不等式 (2.6.9a)(2.6.9b)(2.6.9c)
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和投影近似属性定理2.5.4 (2.5.5),可得:

| (III) |≤ C
∑
K

∫
∂K

| ũh − u| · |φ− P̃hφ | ds

≤ C ∥ũh − u∥L2(Γh)

∥∥∥φ− P̃hφ
∥∥∥
L2(Γ)

≤ Chk+
1
2 ∥ũh − u∥L2(Γh)

∥φ∥k+1

≤ Chk+
1
2

(∥∥∥ũh − P̃hu
∥∥∥
L2(Γh)

+
∥∥∥P̃hu− u

∥∥∥
L2(Γh)

)
∥φ∥k+1

≤ Chk+
1
2

(
h−

1
2

∥∥∥ũh − P̃hu
∥∥∥
L2(Ω)

+ hk+
1
2∥u∥k+1

)
∥φ∥k+1

≤ Chk
∥∥∥ũh − P̃hu

∥∥∥
Ω
∥φ∥k+1 + Ch2k+1∥u∥k+1∥φ∥k+1

≤ Chk ∥ũh − u∥Ω ∥φ∥k+1 + Chk
∥∥∥u− P̃hu

∥∥∥
Ω
∥φ∥k+1 + Ch2k+1∥u∥k+1∥φ∥k+1

≤ Chk ∥u− ũh∥Ω ∥φ∥k+1 + Ch2k+1∥u∥k+1∥φ∥k+1,

所以:

|Θ2| ≤ C

∫ T

0

d∑
i=1

(I + II + III)dt

≤ Chk
(∫ T

0

∥ũh − u∥2Ω dt
) 1

2
(∫ T

0

∥φ∥2k+1dt

) 1
2

+ Ch2k+2

(∫ T

0

∥φ∥2k+1dt

) 1
2

+ Ch2k+1

(∫ T

0

∥u∥2k+1dt

) 1
2
(∫ T

0

∥φ∥2k+1dt

) 1
2

,

即证 (3.1.18).

引理 3.1.6 : 存在与 h无关的常数 C,使得:

|Θ3| ≤ C

∫ T

0

∥ũh − u∥2Ω ∥φ∥k+1dt, (3.1.19)

证明: 记 Θ3 的积分项为 (IV ) ,即 (IV ) = (uh, φt)Ω − B (uh;φ) + F (u;φ)结合对
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偶方程 (3.1.6)和 B,F 的定义,并利用 φ的连续性和周期边界条件,可得:

(IV ) = −

(
ũh,

d∑
i=1

f ′
i(u)φxi

)
Ω

− B (ũh;φ) + F (u;φ)

=
d∑

i=1

(− (ũhf
′
i(u), φxi

)Ω + (fi (ũh) , φxi
)Ω + ((f ′

i(u)u− fi(u)) , φxi
)Ω

−
∑
K

∫
∂K

f̂i
(
uLh , u

R
h

)
viφds)

=
d∑

i=1

((fi (ũh)− fi(u)− f ′
i(u) (ũh − u) , φxi

)Ω) ,

由 Taylor展开: fi (ũh) = fi(u) + f ′
i(u) (ũh − u) +

f ′′
i (ξi)

2
(ũh − u)2,其中 ξi 介于 ũh

和 u之间,则:

|(IV )| = 1

2

d∑
i=1

(
f ′′
i (ξi) (ũh − u)2 , φxi

)
Ω
|

≤ 1

2

d∑
i=1

sup (|f ′′
i |) ∥φxi

∥L∞ ∥u− ũh∥2Ω ,

由 Sobolev不等式 [30]: ∥φx∥L∞ ≤ C∥φ∥k+1.

所以 |(IV )| ≤ C ∥u− ũh∥2Ω ∥φ∥k+1,

所以 |Θ3| ≤ C
∫ T

0
∥ũh − u∥2Ω ∥φ∥k+1dt,

即证 (3.1.19).

结合 (3.1.16)(3.1.17)(3.1.18)(3.1.19),我们有:

|(u(T )− ũh(T ), ϕ)Ω| = |Θ1 +Θ2 +Θ3|

≤ Ch2k+2 ∥u0∥k+1 ∥φ(0)∥k+1,Ω + C

∫ T

0

∥ũh − u∥2Ω ∥φ∥k+1,Ωdt

+ Chk
(∫ T

0

∥ũh − u∥2Ω dt
) 1

2
(∫ T

0

∥φ∥2k+1,Ωdt

) 1
2

+ Ch2k+2

(∫ T

0

∥φ∥2k+1,Ωdt

) 1
2

+ Ch2k+1

(∫ T

0

∥u∥2k+1dt

) 1
2
(∫ T

0

∥φ∥2k+1,Ωdt

) 1
2

,

令 t′ = T − t, 很容易将最终时间对偶问题 (3.1.5)(3.1.6)转化成一个初始问
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题,接着在引理3.1.2中令 ai(x, t) = fi, l = k + 1,则由引理3.1.2,我们有:

∥φ∥k+1 ≤ C∥φ(T )∥k+1 = C∥ϕ∥k+1,Ω.

所以 |(u(T )− ũh(T ), ϕ)Ω| =| Θ1 +Θ2 +Θ3 |

≤ Ch2k+2 ∥u0∥k+1 ∥ϕ∥k+1,Ω + C

∫ T

0

∥ũh − u∥2Ω ∥ϕ∥k+1,Ωdt

+ Chk
(∫ T

0

∥ũh − u∥2Ω dt
) 1

2
(∫ T

0

∥ϕ∥2k+1,Ωdt

) 1
2

+ Ch2k+2

(∫ T

0

∥ϕ∥2k+1,Ωdt

) 1
2

+ Ch2k+1

(∫ T

0

∥u∥2k+1dt

) 1
2
(∫ T

0

∥ϕ∥2k+1,Ωdt

) 1
2

,

由定理2.7.1知: ∥ũh − u∥Ω ≤ Ch2k+2m,其中m =


1
2
, 普通单调数值通量.

1, 迎风数值通量.
所以：

|(u(T )− ũh(T ), ϕ)Ω| ≤ Chs∥ϕ∥k+1,Ω.

其中 s = min(2k + 2, 2k + 1, 2k +m, 2k + 2m) = 2k +m.

由负阶范数的定义:

∥u(T )− ũh(T )∥−l,Ω = sup
ϕ∈C∞

0 (Ω)

(u(T )− ũh(T ), ϕ)Ω
∥ϕ∥l,Ω

≤ sup
ϕ∈C∞

0 (Ω)

Chs∥ϕ∥k+1,Ω

∥ϕ∥k+1,Ω

≤ Ch2k+m.

3.2 基于三角函数基的 SIAC后处理的超收敛误差估计

正如 [7] [27] [28] 中提到的,因为我们处理的是一个线性方程,所以对于误差的分

差 ∥∂αh (u(T )− ũh(T ))∥−(k+1),Ω,可以用相同的步骤推导出来,即:

∥∂αh (u(T )− ũh(T ))∥−(k+1)Ω ≤ Ch2k+m, (3.2.1)

推论 3.2.1 : K2k+1,k+1
h 和定理 3.1.1中的定义一致,则有:

∥∥∥u−K2k+1,k+1
h ∗ ũh

∥∥∥
0,Ω0

≤ Ch2k+m, (3.2.2)

其中, ũh ∈ Ṽ k
h , k是 DG方法中局部基组成的空间的维数, m与定理 2.7.1中的 m
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一样,取决于数值通量的选择,数值通量为迎风数值通量时, m = 1,数值通量为普

通单调的数值通量时, m = 1
2
.

证明: 由定理3.1.1 (3.1.1),结合定理3.1.3知:

∥∥∥u− K̃2k+1,k+1
h ∗ U

∥∥∥
0,Ω0

≤ C1∥u∥H2k+1(I)h
2k+1 + C2

∑
|α|≤k+1

∥∂αh (u− U)∥−(k+1),Ω1

≤ C1∥u∥H2k+1(I)h
2k+1 + C2C3h

s

≤ Chµ,

其中 µ = min(v, s), s = 2k + m, k 是 DG方法中局部基组成的空间的维数, m

与定理2.7.1中的 m 一样, 取决于数值通量的选择, 数值通量为迎风数值通量时,

m = 1,数值通量为普通的数值通量时, m = 1
2
.

推论3.2.1证毕.

3.3 高效进行后处理

为了进一步提高计算效率,本文中实现的后处理器的详细信息见 [9] [7] [8] [31] [32],

后处理只在最后的时间 T时执行,由 1.4节的介绍, SIAC后处理的解可表诉成如

下形式:

u∗(x) =
1

h

∫ ∞

−∞
K2k+1,k+1

(
y − x

h

)
uh(y, T )dy, (3.3.1)

其中 K2k+1,k+1 是卷积核, uh(y, T )是最后一个时间 T给出的 DG解. 需要强调的

是,统一网格假设给了内核一个特别简单的形式,允许后处理器的平移不变性. 内

核还只使用来自其最近的元素邻居的信息.这个内核可以为非均匀网格假设重新

评估,但随后实现后处理器的计算复杂度将会增加.例如,在均匀网格假设下,通

过一个小矩阵向量乘法就可以得到 u∗h(x) :

u∗h(x) =
k′∑

m=−k′

k∑
l=0

u
(l)
j+m(T )C(m, l, k, x), (3.3.2)

其中 x ∈ Ij, k = ⌈(3k + 1)/2⌉ .注意到 u
(l)
j+m(T )是最后时刻的 DG解的系数.

后处理矩阵 C(m, l, k, x)是一个次为 2k + 1的多项式,表达式如下:

C(m, l, k, x) =
1

h

k∑
γ=−k

c2k+1,k+1
γ

∫
Ij+m

ψ(k+1)

(
y − x

h
− γ

)
φ
(l)
j+m(y)dy, (3.3.3)
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其中, φ(l)
j+m 是 Vh 的基函数.如前所述,我们可以选择在一个特定点上评估后处理

解,如高斯-勒让德点.而且,对于每个元素的后处理矩阵值 C(m, l, k, x)都是相同

的,只需要计算一次.这种后处理操作的时间复杂度为 O(N) [9].
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第四章 数值实验

在这一章中, 我们用数值结果验证我们的理论结果, 以证明基于三角基近似

空间的 DG 方法得出的数值解经过 SIAC 后处理后, 也能有超收敛的效果. 我们

考虑三角基次数为 k的 DG方法,并用 3阶 Runge-Kutta方法在时间上进行离散,

注意在时间离散化时,要保证时间层离散的精度与空间层离散的精度相当 [33] [34].

我们计算了一维线性双曲方程和一维 Burgers 方程, 在三角基近似空间中的 DG

解经过 SIAC后处理后的误差和误差阶,并绘制出各情况下的绝对值误差在对数

尺度下的图像.我们在所有的实验中展示了 L2, L∞ 误差 L2 误差的计算使用 6个

Gauss点的求积规则, L∞ 误差的计算使用对所有区间在每个区间中相同的 6 个

Guass点.

例 4.1 在定义域 Ω = [0, 1]上具有光滑解的线性标量对流方程:

 ut + ux = 0

u(x, 0) = sin(2πx)

具有周期边界条件,误差是在 t = 1时计算的,即一个周期的时间. 在表4.1中,我

们展示了这个问题的数值误差, 我们可以清楚地看到, 不论是多项式近似空间还

是三角基近似空间,当这两个空间的维数相同时,经过 SIAC后处理的 DG解具有

相同的 2k + 1的超收敛阶.
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SIAC后处理前 SIAC后处理后
N L2误差 L2阶 L∞误差 L∞阶 L2误差 L2阶 L∞误差 L∞阶

多项式近似空间 P 1

10 2.30E-2 - 4.18E-2 - 1.74E-2 - 2.46E-2 -
20 4.97E-3 2.20 1.31E-2 1.67 2.17E-3 3.00 3.09E-3 2.99
40 1.20E-3 2.05 3.71E-3 1.82 2.69E-4 3.01 3.81E-4 3.01
80 2.99E-4 2.00 9.79E-4 1.92 3.34E-5 3.01 4.72E-5 3.01
160 7.51E-5 1.99 2.51E-4 1.96 4.16E-6 3.00 5.89E-6 3.00

三角基近似空间 P̃ 1

10 2.28E-2 - 4.22E-2 - 1.73E-2 - 2.41E-2 -
20 4.69E-3 2.28 1.31E-2 1.68 2.16E-3 2.99 3.05E-3 2.97
40 1.09E-3 2.10 3.71E-3 1.82 2.69E-4 3.01 3.80E-4 3.00
80 2.67E-4 2.02 9.79E-4 1.92 3.34E-5 3.00 4.72E-5 3.00
160 6.65E-5 2.00 2.51E-4 1.96 4.16E-6 3.00 5.89E-6 3.00

多项式近似空间 P 2

10 1.07E-3 - 3.94E-3 - 1.97E-4 - 2.79E-4 -
20 1.35E-4 2.99 5.11E-4 2.94 4.21E-6 5.54 5.97E-6 5.54
40 1.68E-5 2.99 6.44E-5 2.98 9.78E-8 5.43 1.38E-7 5.43
80 2.11E-6 2.99 8.07E-6 2.99 2.51E-9 5.28 3.55E-9 5.28
160 2.63E-7 3.00 1.00E-6 2.99 7.07E-11 5.14 1.00E-10 5.14

三角基近似空间 P̃ 2

10 1.05E-3 - 3.84E-3 - 1.94E-4 - 2.75E-4 -
20 1.31E-4 2.99 4.98E-4 2.94 4.12E-6 5.55 5.84E-6 5.55
40 1.64E-5 2.99 6.28E-5 2.98 9.48E-8 5.44 1.34E-7 5.44
80 2.05E-6 2.99 7.86E-6 2.99 2.41E-9 5.29 3.43E-9 5.29
160 2.57E-7 3.00 9.83E-7 2.99 6.79E-11 5.15 1.14E-10 4.90

Table 4.1: ut + ux = 0在两种不同的近似空间下的 L2, L∞误差及误差阶, N个均
匀区间

在图 4.1-图4.4中,我们用 10、20、40、80和 160个区间分别绘制了P 1, P̃ 1, P 2, P̃ 2

经过 SIAC后处理前（左）和经过 SIAC后处理后（右）的数值解的绝对值误差在

对数尺度下的图像. 我们可以清楚地看到,基于三角基近似空间和基于多项式近

似空间一样,经过后处理的误差都具有更少的振荡和更高的收敛阶.
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Figure 4.1: 多项式近似空间 P 1 在 10、20、40、80和 160个区间的 DG解经过
SIAC后处理前（左）和经过 SIAC后处理后（右）的数值解的绝对值误差在对
数尺度下的图像

Figure 4.2: 三角基近似空间 P̃ 1 在 10、20、40、80和 160个区间的 DG解经过
SIAC后处理前（左）和经过 SIAC后处理后（右）的数值解的绝对值误差在对
数尺度下的图像
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Figure 4.3: 多项式近似空间 P 2 在 10、20、40、80和 160个区间的 DG解经过
SIAC后处理前（左）和经过 SIAC后处理后（右）的数值解的绝对值误差在对
数尺度下的图像

Figure 4.4: 三角基近似空间 P̃ 2 在 10、20、40、80和 160个区间的 DG解经过
SIAC后处理前（左）和经过 SIAC后处理后（右）的数值解的绝对值误差在对
数尺度下的图像

例 4.2 在定义域 Ω = [0, 1]上具有光滑解的 Burgers方程:


ut +

(
u2

2

)
x
= 0

u(x, 0) = sin(2πx)
, x ∈ Ω

38



第四章 数值实验

具有周期边界条件, 误差是在 t = 0.05 时计算的, 此时的解仍然是光滑的. 在表

4.2中,我们展示了这个问题的数值误差,我们可以清楚地看到,经过 SIAC后处理

的 DG解, 不论是多项式近似空间还是三角基近似空间, 当这两个空间的维数相

同时,具有相同的超收敛阶.

SIAC后处理前 SIAC后处理后
N L2误差 L2阶 L∞误差 L∞阶 L2误差 L2阶 L∞误差 L∞阶

多项式近似空间 P 1

10 2.09E-2 - 7.04E-2 - 4.70E-3 - 1.18E-2 -
20 5.05E-3 2.05 1.91E-2 1.87 3.57E-4 3.71 7.57E-4 3.96
40 1.28E-3 1.97 5.20E-3 1.88 3.10E-5 3.52 6.44E-5 3.55
80 3.25E-4 1.98 1.34E-3 1.95 3.90E-6 2.98 8.52E-6 2.91
160 8.17E-5 1.99 3.42E-4 1.97 5.33E-7 2.87 1.10E-6 2.95

三角基近似空间 P̃ 1

10 2.09E-2 - 7.04E-2 - 4.70E-3 - 1.18E-2 -
20 5.05E-3 2.05 1.91E-2 1.87 3.57E-4 3.71 7.57E-4 3.96
40 1.28E-3 1.97 5.20E-3 1.88 3.10E-5 3.52 6.44E-5 3.55
80 3.25E-4 1.98 1.34E-3 1.95 3.90E-6 2.98 8.52E-6 2.91
160 8.17E-5 1.99 3.42E-4 1.97 5.33E-7 2.87 1.10E-6 2.95

多项式近似空间 P 2

10 1.60E-3 - 6.71E-3 - 2.98E-3 - 8.07E-3 -
20 2.47E-4 2.69 1.19E-3 2.49 1.21E-4 4.61 3.69E-4 4.44
40 3.69E-5 2.74 2.08E-4 2.51 2.69E-6 5.49 8.84E-6 5.38
80 5.69E-6 2.69 3.69E-5 2.50 4.52E-8 5.89 1.57E-7 5.81
160 8.97E-7 2.66 6.57E-6 2.48 1.19E-9 5.23 4.31E-9 5.19

三角基近似空间 P̃ 2

10 1.58E-3 - 6.62E-3 - 2.98E-3 - 8.07E-3 -
20 2.44E-4 2.69 1.18E-3 2.48 1.21E-4 4.61 3.69E-4 4.44
40 3.64E-5 2.74 2.06E-4 2.51 2.69E-6 5.49 8.85E-6 5.38
80 5.61E-6 2.69 3.64E-5 2.49 4.52E-8 5.89 1.57E-7 5.81
160 8.84E-7 2.66 6.50E-6 2.48 1.18E-9 5.25 4.28E-9 5.19

Table 4.2: ut +
(

u2

2

)
x
= 0在两种不同的近似空间下的 L2, L∞ 误差, N个均匀区

间

在图 4.5-图4.8中,我们用 10、20、40、80和 160个区间分别绘制了P 1, P̃ 1, P 2, P̃ 2

经过 SIAC后处理前（左）和经过 SIAC后处理后（右）的数值解的绝对值误差在

对数尺度下的图像.我们可以清楚地看到, 基于三角基近似空间和基于多项式近
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似空间一样,经过后处理的误差都具有更少的振荡和更高的收敛阶.

Figure 4.5: 多项式近似空间 P 1 在 10、20、40、80和 160个区间的 DG解经过
SIAC后处理前（左）和经过 SIAC后处理后（右）的数值解的绝对值误差在对
数尺度下的图像

Figure 4.6: 多项式近似空间 P 2 在 10、20、40、80和 160个区间的 DG解经过
SIAC后处理前（左）和经过 SIAC后处理后（右）的数值解的绝对值误差在对
数尺度下的图像
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Figure 4.7: 三角基近似空间 P̃ 1 在 10、20、40、80和 160个区间的 DG解经过
SIAC后处理前（左）和经过 SIAC后处理后（右）的数值解的绝对值误差在对
数尺度下的图像

Figure 4.8: 三角基近似空间 P̃ 2 在 10、20、40、80和 160个区间的 DG解经过
SIAC后处理前（左）和经过 SIAC后处理后（右）的数值解的绝对值误差在对
数尺度下的图像
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第五章 总结与展望

本文主要研究了一维线性守恒律方程在基于三角函数基 RKDG方法的全离

散误差估计和负阶范数误差估计, 从理论上证明了三角函数基 RKDG 方法经过

SIAC后处理的解具有超收敛的结果,并用数值实验加以佐证.

通过验证三角函数基有限元空间满足若干性质,进而推导出其具有与多项式

类似的插值不等式和逆不等式, 得到了基于三角函数基 RKDG 方法的全离散误

差估计.通过一个对偶转化,将初始问题转化为一个最终时间对偶问题.得到了基

于三角函数基 RKDG方法的负阶范数误差估计.

最后,数值实验表明我们的三角函数基 RKDG方法确实具有超收敛的精度.

尽管本文在三角函数基的 RKDG 方法上取得了一定的研究进展, 但仍有许

多相关研究工作可以深入,未来可探究的主要问题如下:

1、本文只研究了三角函数基,相关的结论理应可以推广到其他的非多项式

基 (如指数函数基)上.

2、本文的时间离散采用的是二阶 RK,相关的结论理应可以推广到三阶 RK

上,只不过更加繁琐.

3、本文只考虑了一维空间层离散,对于高维的情形,相关的结论是否仍成立

还需要继续探究.

4、本文只完成了线性守恒律方程的负阶范数估计,本文中的数值实验表明

非线性的 Burgers方程也具有超收敛的性质,关于非线性守恒律方程的负阶范数

估计则有待探究.
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第六章 附录

6.1 引理2.2.1的证明

在时间层 Taylor展开:

u(x, t+ τ) = u(x, t) + ut(x, t)τ +
utt(x, t)

2
τ +O

(
τ 3
)

因为 ut(x, t+ τ) = ut(x, t) + utt(x, t)τ +O
(
τ 2
)

所以 ut(x, t) = ut(x, t+ τ)− utt(x, t)τ +O
(
τ 2
)

u(x, t+ τ)− u(x, t)− ut(x, t) ·
τ

2
= ut(x, t) ·

τ

2
+
utt(x, t)

2
τ 2 +O

(
τ 3
)

=
(
ut(x, t+ τ)− utt(x, t) · τ +O

(
τ 2
))

· τ
2
+
utt(x, t)

2
τ 2 +O

(
τ 3
)

= ut(x, t+ τ) · τ
2
+O

(
τ 3
)
,

所以 u(x, t+ τ)− u(x, t)− ut(x, t) ·
τ

2
− ut(x, t+ τ) · τ

2
= O

(
τ 3
)
, (6.1.1)

结合 (1.1.1)和 Taylor展开,可知:

∂tu(x, t+ τ) = −∂xf(u(x, t+ τ)) = −∂xf
(
u(x, t) + ∂tu(x, t)τ +O

(
τ 2
))

=
(
u(x, t) + ∂tu(x, t)τ +O

(
τ 2
))

t
= (u(x, t) + ∂tu(x, t)τ)t +

(
O
(
τ 2
))

t
,

注意到: (O (τ 2))t =
(

∂ttu(x,t)
2

τ 2 + · · ·
)
t
= ∂ttt

2
u(x, t)τ 2 + · · · = O (τ 2) .

结合 (1.1.1)(2.2.1),有:

ut(x, t+ τ) = −∂xf(w(x, t)) + O
(
τ 2
)
, (6.1.2)

将 (6.1.2)代入 (6.1.1),得:

u(x, t+ τ) =
1

2
u(x, t) +

1

2
w(x, t)− ∂xf(w(x, t))

τ

2
+O

(
τ 3
)
, (6.1.3)
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由 (2.2.1)和 (1.1.1)得:

w (x, tn) = u (x, tn)− ∂xf (u (x, t
n)) τ, (6.1.4)

由 (6.1.3)得:

u
(
x, tn+1

)
=

1

2
u (x, tn) +

1

2
w (x, tn)− ∂xf (w (x, tn))

τ

2
+O

(
τ 3
)
, (6.1.5)

(6.1.4)两边乘 v(x)并在 Ij 上积分，结合相容性，和 u的光滑性 u
(
x±
j± 1

2

, tn
)
=

u
(
xj± 1

2
, tn
)
并利用分部积分,得：

∫
Ij

w (x, tn) v(x)dx

=

∫
Ij

u (x, tn) v(x)dx+

∫
Ij

f (u (x, tn) τ) · v′(x)dx− v
(
x−
j+ 1

2

)
f
(
u
(
x−
j+ 1

2

, tn
)
τ
)

+ v
(
x+
j− 1

2

)
f
(
u
(
x+
j− 1

2

, tn
)
τ
)

=

∫
Ij

u (x, tn) v(x)dx+ τ ·Hj (u (x, t
n) , v(x)) ,

即证 (2.2.2a)

同样的步骤,在 (6.1.5)两边同乘 v(x)并在 Ij 上积分,结合相容性,和 w的光滑性

w
(
x±
j± 1

2

, tn
)
= w

(
xj± 1

2
, tn
)
并利用分部积分,得:

∫
Ij

u
(
x, tn+1

)
· v(x)dx

=

∫
Ij

(
1

2
u (x, tn) +

1

2
w (x, tn)− ∂xf (w (x, tn))

τ

2
+O

(
τ 3
))

v(x)dx

=
1

2

∫
Ij

u (x, tn) v(x)dx+
1

2

∫
Ij

w (x, tn) v(x)dx

− τ

2
·Hj (w (x, tn) , v(x)) +

∫
Ij

E(x;n)v(x)dx,

即证 (2.2.2b).

引理2.2.1证毕.
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6.2 定理2.7.1的证明

我们分 (1)(2) 两部分来证明, 在第 (1) 部分（6.2-6.2 节) 我们证明普通单调

数值通量的情况, 在第 (2) 部分 (6.2 节) 我们证明迎风数值通量的情况. 普通单

调数值通量的情况的证明分为三部分: 在 6.2节,我们分析来自时间离散的误差,

并得到一个误差估计的关键不等式. 在 6.2 节，我们考虑高阶 (k ≥ 2) 的分段

非多项式基的有限元空间的 RKDG(2.1.5a-2.1.5b)格式,在一个较强的 CFL条件

τ ≤ CCFLh
4
3 下, 我们将会证明定理2.7.1的 (2.7.1) 式. 在 6.2 节, 我们考虑一阶

(k = 1)的分段非多项式基的有限元空间的 RKDG(2.1.5a-2.1.5b)格式,在一个一

般的 CFL条件 τ ≤ CCFLh下,我们将会证明定理2.7.1的 (2.7.2)式. 迎风数值通

量的情况的证明步骤和普通单调数值通量的情况类似,我们放在 6.2节.

时间离散导出的一个关键不等式

在这一部分我们首先考虑算子 L̃n 和 K̃n 之间的差异,然后得到
∥∥∥ξ̃n+1

u − ξ̃nw

∥∥∥
的关键估计,这个误差来自时间离散,分析的主要技巧是 Taylor展开. 定义:

Π(n) = f (wn)− f (w̃n
h)− f (un) + f (ũnh) , x在每个区间单元 Ij 中.

Π̂(n) = f (wn)− ĥ (w̃n
h)− f (un) + ĥ (ũnh) , x在每个区间单元 Ij 的边界.

其中, ĥ是数值通量.

wn = w (x, tn) = u (x, tn)− ∂xf (u (x, t
n)) τ,

w̃n
h = ũh (x, t

n)− ∂xf (ũh (x, t
n)) τ,

(2.2.7)减 (2.2.6),我们有: 对 ∀ṽh ∈ Ṽ k
h ,

(
L̃n

j − K̃n
j

)
(ṽh) = 2

∫
Ij

(
η̃n+1
u − η̃nu + E(x;n)

)
ṽhdx+ τ

∫
Ij

Π(n)∂xṽhdx

− τ Π̂(n)j+ 1
2
ṽh

(
x−
j+ 1

2

)
+ τ Π̂(n)j− 1

2
ṽh

(
x+
j− 1

2

)
= θ1,j (ṽh) + θ2,j (ṽh) + θ3,j (ṽh) + θ4,j (ṽh) .

(6.2.1)

定义: Θi (ṽh) =
∑N

j=1 θi,j (ṽh) ,

我们会逐项分析 (6.2.1)的每一项.

首先,结合 Young’s不等式, E(x, n) = O (τ 3), (2.5.12),可得:

|Θ1 (ṽh)| ≤ C
(
h2k+2τ 2 + τ 6

)
+ ε ∥ṽh∥2Ω , (6.2.2)
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其中 ε是一个稍后会被选择的小的正常数.

接下来估计第二项 Θ2 (ṽh),结合 Taylor展开和 (2.2.1),我们有:

Π(n) =τf ′′
w,uu

′
t(t)
(
ξ̃nw − η̃nw

)
− 1

2
f ′′
w

(
ξ̃nw − η̃nw

)2
+

1

2
f ′′
u

(
ξ̃nu − η̃nu

)2
− f ′ (un) (η̃nw − η̃nu) + f ′ (un)

(
ξ̃nw − ξ̃nu

)
,

≜R1 +R2 +R3 +R4 +R5,

(6.2.3)

其中 f ′′
u , f

′′
w和 f ′′

w,u是一些平均值,例如 f ′′
u = f ′′ (θuu

n + (1− θu) ũ
n
h) , 0 ≤ θu ≤ 1

因此,我们可以将第二项写为:

θ2,j (ṽh) =
5∑

i=1

∫
Ij

τRi∂xṽhdx =
5∑

i=1

Si,j (ṽh) ,

定义 Si (ṽh) =
∑N

j=1 Si,j (ṽh)因此我们有: Θ2 (ṽh) =
∑5

i=1 Si (ṽh)

由 Young’s不等式和分段三角基有限元空间下的逆不等式 (2.6.9a),可得:

|S1 (ṽh)| ≤
C∗τ

4

h2

∥∥∥ξ̃nw − η̃nw

∥∥∥2 + ε ∥ṽh∥2 ,

|S2 (ṽh)| ≤
C∗τ

2

h2
∥ẽnw∥

2
∞

∥∥∥ξ̃nw − η̃nw

∥∥∥2 + ε ∥ṽh∥2 ,

|S3 (ṽh)| ≤
C∗τ

2

h2
∥ẽnu∥

2
∞

∥∥∥ξ̃nu − η̃nu

∥∥∥2 + ε ∥ṽh∥2 ,

|S4 (ṽh)| ≤
C∗τ

2

h2
∥η̃nw − η̃nu∥

2 + ε ∥ṽh∥2 .

这里的最后一项 S5 (ṽh)先不做估计,它在后面将会和其它项放在一起来估计.

其中 S5,j (ṽh) = τ
∫
Ij
f ′ (un)

(
ξ̃nw − ξ̃nu

)
∂xṽhdx,

接下来,我们将会估计和数值通量相关的后两项,也就是 Θ3 (ṽh)和 Θ4 (ṽh),为了

实现这一点,我们在每个单元 Ij 上考虑它们,并且估计 θ3,j (ṽh)和 θ4,j (ṽh),因为

它们的估计方法类似,我们只给出 θ3,j (ṽh) = −τ Π̂(n)j+ 1
2
ṽh

(
x−
j+ 1

2

)
的估计作为例

子,注意到:

Π̂(n) = f (wn)− f
(
w̃

n

h

)
− f (un) + f

(
ũ
n

h

)
− f

(
ũ
n

h

)
+ ĥ (ũnh) + f

(
w̃

n

h

)
− ĥ (w̃n

h)

≜Λ1 + Λ2 + Λ3 + Λ4,

(6.2.4)
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其中

Λ1 = f (wn)− f
(
w̃

n

h

)
, Λ2 = −f (un) + f

(
ũ
n

h

)
,

Λ3 = −f
(
ũ
n

h

)
+ ĥ (ũnh) , Λ4 = f

(
w̃

n

h

)
− ĥ (w̃n

h) ,

ũ
n

h =
ũnh

(
x−
j+ 1

2

)
+ ũnh

(
x+
j+ 1

2

)
2

, w̃
n

h =
w̃n

h

(
x−
j+ 1

2

)
+ w̃n

h

(
x+
j+ 1

2

)
2

.

和我们前面对 θ2,j (ṽh)进行的操作一样,我们将 Λ1 和 Λ2 进行如下形式的 Taylor

展开:

Λ1 + Λ2 =f
′′
w,uu

′(t)τ
(
ξ̃
n

w − η̃w
n
)
− 1

2
f ′′
w

(
ξ̃
n

w − η̃
n

w

)2
+

1

2
f ′′
u

(
ξ̃
n

u − η̃u
n
)2

− f ′ (un)
(
η̃
n

w − η̃
n

u

)
+ f ′ (un)

(
ξ̃
n

w − ξ̃
n

u

)
∆
= Q1 +Q2 +Q3 +Q4 +Q5.

(6.2.5)

其中 f ′′
u , f

′′
w 和 f ′′

w,u 和前面介绍过的一样,是某些平均值,注意到在这里我们为了

方便,使用了和 (6.2.3)中相同的符号,但是注意它们可能代表不同的平均值,因此

我们有如下关于 θ3,j (ṽh)和 θ4,j (ṽh)的表达式:

θ3,j = −τ (Q1 + · · ·+Q5 + Λ3 + Λ4)j+ 1
2
vh

(
x−
j+ 1

2

)
∆
= (T1,j + · · ·+ T7,j) (ṽh) ,

θ4,j = −τ (Q1 + · · ·+Q5 + Λ3 + Λ4)j− 1
2
vh

(
x+
j− 1

2

)
∆
=
(
T̃1,j + · · ·+ T̃7,j

)
(ṽh) ,

定义Ti (ṽh) =
N∑
j=1

Ti,j (ṽh) , T̃i (ṽh) =
N∑
j=1

T̃i,j (ṽh) ,

所以 Θ3 =
N∑
j=1

θ3,j =
N∑
j=1

(T1,j + · · ·+ T7,j) (ṽh) = (T1 + · · ·+ T7) (ṽh) ,

Θ4 =
N∑
j=1

θ4,j =
N∑
j=1

(
T̃1,j + · · ·+ T̃7,j

)
(ṽh) =

(
T̃1 + · · ·+ T̃7

)
(ṽh) .
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由 Young’s不等式和三角基有限元空间的逆不等式属性 (2.6.9b),可得:

|T1 (ṽh)| ≤
C∗τ

4

h2

∥∥∥ξ̃nw∥∥∥2 + C∗τ
4

h
∥η̃nw∥

2
Γh

+ ε ∥ṽh∥2 ,

|T2 (ṽh)| ≤
C∗τ

2

h2
∥ẽnw∥

2
∞

∥∥∥ξ̃nw∥∥∥2 + C∗τ
2

h
∥ẽnw∥

2
∞ ∥η̃nw∥

2
Γh

+ ε ∥ṽh∥2 ,

|T3 (ṽh)| ≤
C∗τ

2

h2
∥ẽnu∥

2
∞

∥∥∥ξ̃nu∥∥∥2 + C∗τ
2

h
∥ẽnu∥

2
∞ ∥η̃nu∥

2
Γh

+ ε ∥ṽh∥2 ,

|T4 (ṽh)| ≤
Cτ 2

h
∥η̃nw − η̃nu∥

2
Γh

+ ε ∥ṽh∥2 .

这里的 T5 (ṽh)先不做估计，它在后面将会和其它项放在一起来估计，在每个单

元 Ij 上, T5,j (vh) = −τf ′
(
un
j+ 1

2

)(
ξ̃w

n − ξ̃u
n
)

j+ 1
2
vh

(
x−
j+ 1

2

)
,至于最后两项 Λ3 和

Λ4,结合引理2.1.2(2.1.6),

关于 α
(
ĥ, ũnh

)
的定义,我们有:

|Λ3| = α
(
ĥ, ũnh

)
|[ũnh]| = α

(
ĥ, ũnh

)
|[un − ũnh]| ≤ α

(
ĥ, ũnh

)(∣∣∣[ξ̃nu]∣∣∣+ |[η̃nu ]|
)
,

(6.2.6)

|Λ4| = α
(
ĥ, w̃n

h

)
|[w̃n

h ]| = α
(
ĥ, w̃n

h

)
|[wn − w̃n

h ]| ≤ α
(
ĥ, w̃n

h

)(∣∣∣[ξ̃nw]∣∣∣+ |[η̃nw]|
)
.

(6.2.7)

则由 Young’s不等式可得到:

|T6 (ṽh)| ≤
M(ε)τ 2

h
α2
(
ĥ, ũnh

) [
ξ̃nu

]2
+
Cτ 2

h
α2
(
ĥ, ũnh

)
[η̃nu ]

2 + ε ∥ṽh∥2 ,

|T7 (ṽh)| ≤
M(ε)τ 2

h
α2
(
ĥ, w̃n

h

) [
ξ̃nw

]2
+
Cτ 2

h
α2
(
ĥ, w̃n

h

)
[η̃nw]

2 + ε ∥ṽh∥2 .

因此我们可以得到Θ3 (ṽh)的估计,同样的过程可以得到Θ4 (ṽh)的估计. T̃i (ṽh) , T̃5 (ṽh)

的分析和 Ti (ṽh) , T5 (ṽh)的分析一样,同样的 T̃5 (ṽh) =
∑N

j=1 T̃5,j (ṽh),

其中 T̃5,j (ṽh) = τf ′
(
un
j− 1

2

)(
ξ̃
n

w − ξ̃
n

u

)
j− 1

2

ṽh

(
x+
j− 1

2

)
, T̃5 (ṽh)先不做估计, 他在后

面将会和其它项放在一起来估计.

现在,若完成S5 (ṽh) , T5 (ṽh) , T̃5 (ṽh)这三项的估计,我们就完成了
(
L̃n

j − K̃n
j

)
(ṽh)
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的估计,在每个单元 Ij 上考虑它们的和,经过一个简单的分部积分,我们有:

S5,j (ṽh) + T5,j (ṽh) + T̃5,j (ṽh)

= −τ
∫
Ij

f ′ (unj ) ṽh∂x (ξ̃nw − ξ̃nu

)
dx− τ

∫
Ij

(
f ′ (un)− f ′ (unj )) ṽh∂x (ξ̃nw − ξ̃nu

)
dx

− τ

∫
Ij

∂xf
′ (un)

(
ξ̃nw − ξ̃nu

)
ṽhdx−

τ

2
f ′
(
un
j+ 1

2

) [
ξ̃nw − ξ̃nu

]
j+ 1

2

ṽh

(
x−
j+ 1

2

)
− τ

2
f ′
(
un
j− 1

2

) [
ξ̃nw − ξ̃nu

]
j− 1

2

ṽh

(
x+
j− 1

2

)
,

∆
= G1,j (ṽh) +G2,j (ṽh) +G3,j (ṽh) +G4,j (ṽh) +G5,j (ṽh) .

(6.2.8)

其中 unj = u
(

1
2

(
xj+ 1

2
+ xj− 1

2

)
, tn
)

,

定义 Gi (ṽh) =
∑N

j=1Gi,j (ṽh),则:

S5 (ṽh)+T5 (ṽh)+ T̃5 (ṽh) = G1 (ṽh)+G2 (ṽh)+G3 (ṽh)+G4 (ṽh)+G5 (ṽh) . (6.2.9)

我们分开讨论 (6.2.9)的每一项.

注意到,当 x ∈ Ij 时,由 Taylor展开: f ′ (un)|x∈Ij = f ′ (unj ) + f ′′ (unj ) (un − unj
)
+

· · · ,

所以当 x ∈ Ij 时，有:

| f ′ (un)− f ′ (unj )| = |f (2)
(
unj
)
(x− xj) +

f (2)
(
unj
)

2
(x− xj)

2 · · · |

≤ f (2)
(
unj
)
(x− xj) |+ |

f (2)
(
unj
)

2
(x− xj)

2 | + · · ·

= O(h).

(6.2.10)

则由三角函数有限元空间的逆不等式 (2.6.9a)和 Young’s不等式，有:

|G2 (ṽh)| ≤ Cτ 2
∥∥∥ξ̃nw − ξ̃nu

∥∥∥2 + ε ∥ṽh∥2 ,

|G3 (ṽh)| ≤ Cτ 2
∥∥∥ξ̃nw − ξ̃nu

∥∥∥2 + ε ∥ṽh∥2 .

G4,j (ṽh)与 G5,j (ṽh)的估计类似,下面仅以 G4,j (ṽh)的估计来举例子,方便起见,
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下面的式子中均省略了下标 j + 1
2
,我们有如下关系:

f ′ (un)
[
ξ̃nw − ξ̃nu

]
=f ′ (wn)

[
ξ̃nw

]
− f ′ (un)

[
ξ̃nu

]
+ (f ′ (un)− f ′ (wn))

[
ξ̃nw

]
=f ′

(
w̃

n

h

) [
ξ̃nw

]
− f ′

(
ũ
n

h

) [
ξ̃nu

]
+
(
f ′ (wn)− f ′

(
w̃

n

h

)) [
ξ̃nw

]
−
(
f ′ (un)− f ′

(
ũ
n

h

)) [
ξ̃nu

]
+ (f ′ (un)− f ′ (wn))

[
ξ̃nw

]
≜γ1,j + γ2,j + · · · γ5,j.

则有G4 (ṽh) =
∑N

j=1G4,j (ṽh) =
∑5

i=1 γi (ṽh),其中 γi (ṽh) = − τ
2

∑N
j=1 γi,j ṽh

(
x−
j+ 1

2

)
,

为了估计 γ1 (ṽh)和 γ2 (ṽh),我们需要利用引理2.1.2的结论 (2.1.7c),则由 Young’s

不等式和三角基有限元空间的逆不等式属性 (2.6.9b),可得:

|γ1 (ṽh)| ≤M(ε)
τ 2

h
α2
(
ĥ, w̃n

h

) [
ξ̃nw

]2
+
C∗τ

2

h2
∥ẽnw∥

2
∞

∥∥∥ξ̃nw∥∥∥2 + ε

5
∥ṽh∥2 ,

|γ2 (ṽh)| ≤M(ε)
τ 2

h
α2
(
ĥ, ũnh

) [
ξ̃nu

]2
+
C∗τ

2

h2
∥ẽnu∥

2
∞

∥∥∥ξ̃nu∥∥∥2 + ε

5
∥ṽh∥2 ,

|γ3 (ṽh)| ≤
C∗τ

2

h2
∥ẽnw∥

2
∞

∥∥∥ξ̃nw∥∥∥2 + ε

5
∥ṽh∥2 ,

|γ4 (ṽh)| ≤
C∗τ

2

h2
∥ẽnu∥

2
∞

∥∥∥ξ̃nu∥∥∥2 + ε

5
∥ṽh∥2 ,

|γ5 (ṽh)| ≤
C∗τ

4

h2

∥∥∥ξ̃nw∥∥∥2 + ε

5
∥ṽh∥2 .

(注: 这里的 α2
(
ĥ, w̃n

h

) [
ξ̃nw

]2
实际上是

∑N
j=1

(
α2
(
ĥ, w̃n

h

) [
ξ̃nw

]2)
j+ 1

2

的简写)

将上述不等式相加后,我们可以得到如下结论:

|G4 (ṽh)| ≤ ε ∥ṽh∥2 +
C∗τ

2

h2
∥ẽnu∥

2
∞

∥∥∥ξ̃nu∥∥∥2 + C∗τ
2

h2
∥ẽnw∥

2
∞

∥∥∥ξ̃nw∥∥∥2 + C∗τ
4

h2

∥∥∥ξ̃nw∥∥∥2
+M(ε)

τ 2

h
α2
(
ĥ, w̃n

h

) [
ξ̃nw

]2
+M(ε)

τ 2

h
α2
(
ĥ, ũnh

) [
ξ̃nu

]2
,

我们可以模仿 G4 (ṽh)的误差估计的方法得出 G5 (ṽh)的误差估计,注意到我们还

没有分析 (6.2.9)中的第一项 G1 (ṽh) =
∑N

j=1G1,j (ṽh),

其中 G1,j (ṽh) = −τ
∫
Ij
f ′ (unj ) ṽh∂x (ξ̃wn − ξ̃nu

)
dx，这将被留在后面再做考虑.

我们将上述估计合在一起得到一个关键的误差估计, 由投影 P̃h 的近似估计定

理2.5.4(2.5.5)和推论2.5.5 (2.5.12),并在一般的 CFL条件 τ ≤ CCFLh下: 经过简
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单的计算得:

(
L̃n − K̃n

)
(ṽh) ≤ε ∥ṽh∥2 +M(ε)

τ 2

h
α2
(
ĥ, w̃n

h

) [
ξ̃nw

]2
+M(ε)

τ 2

h
α2
(
ĥ, ũnh

) [
ξ̃nu

]2
+
C∗τ

2

h2

(
∥ẽnu∥

2
∞

∥∥∥ξ̃nu∥∥∥2 + ∥ẽnw∥
2
∞

∥∥∥ξ̃nw∥∥∥2)+ Cτ 2
(∥∥∥ξ̃nu∥∥∥2 + ∥∥∥ξ̃nw∥∥∥2)

+ C
(
Ξ(n)h2k+1τ + τ 6

)
−

N∑
j=1

τf ′ (unj ) ∫
Ij

ṽh∂x

(
ξ̃nw − ξ̃nu

)
dx,

(6.2.11)

其中 Ξ(n) = 1 + C∗ ∥ẽnu∥
2
∞ + C∗ ∥ẽnw∥

2
∞ , M(ε) = O (ε−1) , ε是个充分小的正数

现在,我们可以用 (6.2.11)来估计
∥∥∥ξ̃n+1

u − ξ̃nw

∥∥∥,这是 RK2-DG导出的误差. (2.2.6)

减 (2.2.5b)得: 对 ∀1 ≤ j ≤ N ,有:

∫
Ij

(
ξ̃n+1
u − ξ̃nw

)
ṽhdx =

1

2

(
L̃n

j − K̃n
j

)
(ṽh) , ∀ṽh ∈ P̃k (Ij) . (6.2.12)

在 (6.2.11),(6.2.12)中,取测试函数 ṽh = ξ̃n+1
u − ξ̃nw,令 (6.2.11)中的 ε取充分小,得:

∥∥∥ξ̃n+1
u − ξ̃nw

∥∥∥2 ≤C (Ξ(n)h2k+1τ + τ 6
)
+
Mτ 2

h
α2
(
ĥ, w̃n

h

) [
ξ̃nw

]2
+
Mτ 2

h
α2
(
ĥ, ũnh

) [
ξ̃nu

]2
+
C∗τ

2

h2

(
∥ẽnu∥

2
∞

∥∥∥ξ̃nu∥∥∥2 + ∥ẽnw∥
2
∞

∥∥∥ξ̃nw∥∥∥2)+ Cτ 2
(∥∥∥ξ̃nu∥∥∥2 + ∥∥∥ξ̃nw∥∥∥2)

−
N∑
j=1

τf ′ (unj ) ∫
Ij

(
ξ̃n+1
u − ξ̃nw

)
∂x

(
ξ̃nw − ξ̃nu

)
dx,

(6.2.13)

剩下需要做的就是估计 (6.2.13)中的最后一个积分项. 在 (6.2.12)中,我们取测试

函数 ṽh = −τf ′ (unj ) ∂x (ξ̃nw − ξ̃nu

)
则对 ∀1 ≤ j ≤ N ，有:

−τf ′ (unj ) ∫
Ij

(
ξ̃n+1
u − ξ̃nw

)
∂x

(
ξ̃nw − ξ̃nu

)
dx =

1

2

(
L̃n

j − K̃n
j

)(
−τf ′ (unj ) ∂x (ξ̃nw − ξ̃nu

))
,

(6.2.14)

这就是说,我们如果在 (6.2.11)中取测试函数 ṽh = −τf ′ (unj ) ∂x (ξ̃nw − ξ̃nu

)
,我们

就可以估计出 (6.2.13) 的最后一个积分项, 将 ṽh = −τf ′ (unj ) ∂x (ξ̃nw − ξ̃nu

)
代入

(3.2.2),有:
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∥∥∥ξ̃n+1
u − ξ̃nw

∥∥∥2 ≤C (Ξ(n)h2k+1τ + τ 6
)
+
Mτ 2

h
α2
(
ĥ, w̃n

h

) [
ξ̃nw

]2
+
Mτ 2

h
α2
(
ĥ, ũnh

) [
ξ̃nu

]2
+
C∗τ

2

h2

(
∥ẽnu∥

2
∞

∥∥∥ξ̃nu∥∥∥2 + ∥ẽnw∥
2
∞

∥∥∥ξ̃nw∥∥∥2)+ Cτ 2
(∥∥∥ξ̃nu∥∥∥2 + ∥∥∥ξ̃nw∥∥∥2)

+
N∑
j=1

τ 2
∣∣f ′ (unj )∣∣2 ∫

Ij

(
∂x

(
ξ̃nw − ξ̃nu

))2
dx.

(6.2.15)

其中 C 和 C∗ 与 n, h, τ 无关, 这个就是我们要的关键不等式, 它对任意高阶

分段三角基有限元空间都成立. 在接下来的两部分,我们将利用这个关键不等式

(6.2.15)来获得不同有限元空间的误差估计: 高阶分段三角基有限元空间和一阶

分段三角基有限元空间,在接下来的分析中,我们将会详细分析 (6.2.15)的最后一

项.

高阶分段三角基有限元空间的误差估计

本节我们将会考虑在较强的 CFL 条件
(
τ ≤ CCFLh

4
3

)
下. 高阶分段三角基

(k ≥ 2)的有限元空间的 RKDG方法的误差估计,为了处理非线性数值通量 f(u),

我们给出如下的先验假设: 对于充分小的 h,有:

∥un − ũnh∥ ≤ h
3
2 . (6.2.16)

结合 (2.5.5), 容易验证, 当 n = 0 时, ũ0h = P̃hu0(x) 是满足 (6.2.16) 的. 稍后验

证 (6.2.16)的正确性,证明若第 n层成立,则 n + 1层也成立.对于线性数值通量

f = cu,这个先验假设是不必要的. 接下来,我们将分别分析 (2.2.8)等式的左端和

右端.

(2.2.8) 等式右端的误差估计. 为了估计
∥∥∥ξ̃n+1

u − ξ̃nw

∥∥∥2, 所需做的工作是估计
(6.2.13)的最后一项,对于高阶分段三角基有限元空间 Ṽ k

h (k ≥ 2),由针对三角基

有限元空间的逆不等式 (2.6.9a),可转化为对
∥∥∥ξ̃nw − ξ̃nu

∥∥∥2的估计,下面先分析对于

k = 1 的一阶分段三角基有限元空间成立. 对于 ∀ṽh ∈ Ṽ k
h , 我们首先考虑算子

K̃n
j (ṽh),注意到:

K̃n
j (ṽh) =

∫
Ij

(η̃nw − η̃nu) ṽh(x)dx+ τ

∫
Ij

(f (un)− f (ũnh)) ∂xṽh(x)dx

− τ
(
f (un)− ĥ (ũnh)

)
j+ 1

2
ṽh

(
x−
j+ 1

2

)
+ τ

(
f (un)− ĥ (ũnh)

)
j− 1

2
ṽh

(
x+
j− 1

2

)
,
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上式的第一项可以通过投影算子 P̃h 的近似属性 2.5.5 (2.5.12)和 Young’s不等式

来估计,对于第二项积分里的式子,因为 f ∈ C3所以有不等式 |f (un)− f (ũnh)| ≤

C
∣∣∣ξ̃nu − η̃nu

∣∣∣成立,利用该不等式即可估计第二项，对于第三项和第四项，有∣∣∣f (un)− ĥ (ũnh)
∣∣∣ = ∣∣∣f (un)− ĥ

(
ũ−h , ũ

+
h

)∣∣∣ ≤M · max
(∣∣u− ũ−h

∣∣ , ∣∣u− ũ+h
∣∣)

≤ C
∣∣u− ũ−h

∣∣+ C
∣∣u− ũ+h

∣∣ = C
∣∣∣ξ̃u − η̃u

∣∣∣− + C
∣∣∣ξ̃u − η̃u

∣∣∣+ , ∀Ij
再结合 (2.5.5)和 Young’s不等式,我们得到:

K̃n (ṽh) ≤ ε ∥ṽh∥2 +
Cτ 2

h2

∥∥∥ξ̃nu∥∥∥2 + Ch2kτ 2, (6.2.17)

由误差方程 (2.2.5a),可知
∥∥∥ξ̃nw − ξ̃nu

∥∥∥2 = K̃n
(
ξ̃nw − ξ̃nu

)
,因此我们在 (6.2.17)中取

测试函数 ṽh = ξ̃nw − ξ̃nu ,并令 ε取充分小，得到:

∥∥∥ξ̃nw − ξ̃nu

∥∥∥ ≤ Cτ 2

h2

∥∥∥ξ̃nu∥∥∥2 + Ch2kτ 2, (6.2.18)

在通常的 CFL条件 (τ ≤ CCFLh)下,由 (6.2.18)可得:

∥∥∥ξ̃nw∥∥∥2 ≤ Ch2kτ 2 + C

(
1 +

τ 2

h2

)∥∥∥ξ̃nu∥∥∥ ≤ Ch2k+2 + C
∥∥∥ξ̃nu∥∥∥2 , (6.2.19)

结合6.2.15)(6.2.18)(6.2.19),并利用分段三角基有限元空间的逆不等式 (2.6.9a),我

们可以得出 (2.2.8)等式右端的误差估计:

∥∥∥ξ̃n+1
u − ξ̃nw

∥∥∥2 ≤C (Ξ(n)h2k+1τ + τ 6
)
+
Mτ 2

h
α2
(
ĥ, w̃n

h

) [
ξ̃nw

]2
+
Mτ 2

h
α2
(
ĥ, ũnh

) [
ξ̃nu

]2
+

(
C∗τ

2

h2
(
∥ẽnu∥

2
∞ + ∥ẽnw∥

2
∞
)
+ C

(
τ 2 +

τ 4

h4

))∥∥∥ξ̃nu∥∥∥2 ,
(6.2.20)

其中常数 C 和 C∗ 与 n, h, τ, ũh, w̃h 无关, M 只与充分小的正数 ε 有关, Ξ(n) =

1+C∗ ∥ẽnu∥
2
∞+C∗ ∥ẽnw∥

2
∞, (6.2.20)的最后一项的

∥∥∥ξ̃nu∥∥∥2前面的因子 τ4

h4 表明需要一

个更强的 CFL条件
(
τ ≤ CCFLh

4
3

)
,这是因为 k ≥ 2时, RKDG(2.1.5a-2.1.5b)在

一般的 CFL条件 (τ ≤ CCFLh)下不稳定,具体见 [35],然而 k = 1的情况则不需要

这么强的 CFL条件,详细分析步骤将在 6.2节中介绍.

(2.2.8)等式左端的误差估计.另一方面,由周期边界条件,将 K̃n
j

(
ξ̃nu

)
累和并经过
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一个简单的计算后,得:

K̃n
(
ξ̃nu

)
=
(
η̃nw − η̃nu , ξ̃

n
u

)
+ τ

N∑
j=1

∫
Ij

(f (un)− f (ũnh)) ∂xξ̃
n
udx

+τ
N∑
j=1

(
f (un)− f

(˜̃unh))
j+1/2

[
ξ̃nu

]
j+1/2

+ τ
N∑
j=1

(
f
(˜̃unh)− ĥ (ũnh)

)
j+1/2

[
ξ̃nu

]
j+1/2

∆
= W1 +W2 +W3 +W4.

(6.2.21)

我们会逐项分析 (6.45)得各项,由投影 P̃h的近似属性 (2.5.12),利用 Young’s不等

式,我们有:

|W1| ≤
∣∣∣(η̃nw − η̃nu , ξ̃

n
u

)∣∣∣ ≤ ∥η̃nw − η̃nu∥ ·
∥∥∥ξ̃nu∥∥∥ ≤ 1

τ
∥η̃nw − η̃nu∥+

τ

4

∥∥∥ξ̃nu∥∥∥2
≤ 1

τ
Ch2k+2τ 2 +

τ

4

∥∥∥ξ̃nu∥∥∥2 ≤ Ch2k+2τ + Cτ
∥∥∥ξ̃nu∥∥∥2 , (6.2.22)

利用 Taylor展开,并注意到 ξ̃u
n − η̃nu = u− ũh,有:

f (un)− f (ũnh) = f ′ (un) ξ̃nu − f ′ (un) η̃nu − 1

2
f̃ ′′
u

(
ξ̃nu − η̃nu

)2
, (6.2.23)

f (un)− f
(
ũ
n

h

)
= f ′ (un) ξ̃u

n − f ′ (un) η̃u
n − 1

2
˜̃
f
′′

u

(
ξuu

n − η̃u
n
)2
, (6.2.24)

其中 f̃ ′′
u 和

˜̃
f
′′

u是一些均值,由分部积分,有:

N∑
j=1

∫
Ij

f ′ (un) ξ̃nu∂xξ̃
n
udx = −

N∑
j=1

f ′ (un) ξ̃
n

u,j+ 1
2

[
ξ̃nu

]
j+ 1

2

−1

2

N∑
j=1

∫
Ij

∂xf
′ (un)

(
ξ̃nu

)2
dx,

则经过一个简单的计算,我们有:

W2 +W3 =− τ
N∑
j=1

∫
Ij

f ′ (un) η̃nu∂xξ̃
n
udx−

τ

2

N∑
j=1

∫
Ij

∂xf
′ (un)

(
ξ̃nu

)2
dx

− τ

2

N∑
j=1

∫
Ij

f̃ ′′
u

(
ξ̃nu − η̃nu

)2
∂xξ̃

n
udx−

τ

2

N∑
j=1

f̃
′′

u

(
ξ̃
n

u − η̃u
n
)2 (

xj+ 1
2

) [
ξ̃nu

]
j+ 1

2

− τ
N∑
j=1

f ′
(
un
j+ 1

2

)
η̃
n

u

(
xj+ 1

2

) [
ξ̃nu

]
j+ 1

2

∆
=Y1 + Y2 + Y3 + Y4 + Y5.

利用 u的光滑性, (6.2.10),针对三角基情形的逆不等式 (2.6.9a),定义 (2.1.1)的 L2
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投影 P̃h,定理2.5.4投影算子 P̃h的近似属性 (2.5.5), Young’s不等式,可以得到:

|Y1| ≤ τ
N∑
j=1

∣∣∣∣∣
∫
Ij

(
f ′ (un)− f ′ (unj )) η̃nu∂xξ̃nudx

∣∣∣∣∣ ≤ Ch2k+2τ + Cτ
∥∥∥ξ̃nu∥∥∥2 , (6.2.25)

结合针对三角基情形的逆不等式 (2.6.9b)(2.6.9c),可以得到:

|Y2| ≤ Cτ
∥∥∥ξ̃nu∥∥∥2 ,

|Y3| ≤
C∗τ

h2
∥ẽnu∥

2
∞

∥∥∥ξ̃nu − η̃nu

∥∥∥2 + Cτ
∥∥∥ξ̃nu∥∥∥2 ,

|Y4| ≤
C∗τ

h2
∥ẽnu∥

2
∞

∥∥∥ξ̃nu∥∥∥2 + C∗τ

h2
∥ẽnu∥

2
∞ ∥η̃nu∥

2
Γh

+ Cτ
∥∥∥ξ̃nu∥∥∥2 .

由引理2.1.2的 (2.1.7c), 并利用 Taylor 展开, 可知
∣∣∣f ′
(
un
j+ 1

2

)∣∣∣ ≤ 2α
(
ĥ, ũnh

)
j+ 1

2

+

C∗ ∥ẽnu∥∞ 对 ∀1 ≤ j ≤ N 成立,由 Young’s不等式,并注意到 α
(
ĥ, ũnh

)
的有界性

（注: 这里的 α2
(
ĥ, ũnh

) [
ξ̃nu

]2
实际上是

∑N
j=1

(
α2
(
ĥ, ũnh

) [
ξ̃nu

]2)
j+ 1

2

的简写），可

得：

|Y5| ≤ Ch2k+1τ +
1

4
α
(
ĥ, ũnh

) [
ξ̃nu

]2
τ +

C∗τ

h
∥ẽnu∥

2
∞

∥∥∥ξ̃nu∥∥∥2 ,
将所有的 Yi加起来,并利用定理2.5.4投影算子 P̃h的近似属性 (2.5.5),可得:

|W2 +W3| ≤

(
C +

C∗ ∥ẽnu∥
2
∞

h

)
h2k+1τ+

(
C +

C∗ ∥ẽnu∥
2
∞

h2

)∥∥∥ξ̃nu∥∥∥2 τ+1

4
α
(
ĥ, ũnh

) [
ξ̃nu

]2
τ,

(6.2.26)

注意到引理2.1.2中, α
(
ĥ, ũnh

)
的定义,和 [ũnh] = − [ẽnu] =

[
η̃nu − ξ̃nu

]
,结合 Young’s

不等式和 (2.5.5),得:

|W4| ≤ −3

4
α
(
ĥ, ũnh

) [
ξ̃nu

]2
τ + Cα

(
ĥ, ũnh

)
[η̃nu ]

2 τ

≤ −3

4
α
(
ĥ, ũnh

) [
ξ̃nu

]2
τ + Ch2k+1τ,

(6.2.27)

因此,将上诉不等式关系结合起来,并假设 h ≤ 1,我们可以得到 Kn
(
ξ̃nu

)
的误差

估计:

Kn
(
ξ̃nu

)
≤

(
C +

C∗ ∥ẽnu∥
2
∞

h2

)(
h2k+1τ +

∥∥∥ξ̃nu∥∥∥2 τ)− 1

2
α
(
ĥ, ũnh

) [
ξ̃nu

]
τ, (6.2.28)
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同样地,我们可以得出如下估计:

Ln
(
ξ̃nw

)
≤ Cτ 5 +

(
C +

C∗ ∥ẽnw∥
2
∞

h2

)(
h2k+1τ +

∥∥∥ξ̃nw∥∥∥2 τ)− 1

2
α
(
ĥ, w̃n

h

) [
ξ̃nw

]
τ,

(6.2.29)

在结合 (2.2.8) 左端和右端来得到误差估计之前, 我们先来看看前面提到的先验

假设 (6.2.16),由针对三角基情形的逆不等式 (2.6.9c)和投影算子 P̃h 的近似属性

(2.5.5),则该先验假设 (6.2.16)表明:

∥un − ũnh∥∞ ≤ Ch,
∥∥∥ξ̃nu∥∥∥∞ ≤ Ch. (6.2.30)

由先验假设 (6.2.16)和 (6.2.19),可得 ∥wn − w̃n
h∥ ≤ Ch2,因此,由针对三角基情形

的逆不等式 (2.6.9c)和投影算子 P̃h的近似属性 (2.5.5),我们有:

∥wn − w̃n
h∥∞ ≤ Ch,

∥∥∥ξ̃nw∥∥∥∞ ≤ Ch. (6.2.31)

因此,结合 (6.2.28)(6.2.29)(6.2.20),(6.2.19)(6.2.30),(6.2.31),(6.2.16),在 τ ≤ CCFLh
4
3

的 CFL条件下,对于充分小的 h�我们有:

∥∥∥ξ̃n+1
u

∥∥∥2−∥∥∥ξ̃nu∥∥∥2+τ4α(ĥ, ũnh) [ξ̃nu]2+τ4α(ĥ, w̃n
h

) [
ξ̃nw

]2
≤ C

(∥∥∥ξ̃nu∥∥∥2 τ + h2k+1τ + τ 5
)
,

(6.2.32)

其中 C 与 n, h, τ, ũnh 无关. 由归纳法,我们有:

∥∥∥ξ̃n+1
u

∥∥∥2 − ∥∥∥ξ̃0u∥∥∥2 + 1

4

n∑
m=0

α
(
ĥ, ũmh

) [
ξ̃mu

]2
τ ≤ C

(
n∑

m=0

∥∥∥ξ̃mu ∥∥∥2 τ + h2k+1 + τ 4

)
,

由 Gronwall’s不等式,我们可以得到如下误差估计:

∥∥∥ξ̃n+1
u

∥∥∥2 ≤ ∥∥∥ξ̃n+1
u

∥∥∥2 + n∑
m=0

α
(
ĥ, ũmh

) [
ξ̃mu

]2
≤ C0

(
h2k+1 + τ 4

)
, (6.2.33)

上式在先验假设 (6.2.16)成立的条件下成立,其中 C0 与 n, h, τ, ũnh, w̃
n
h 无关,则定

理2.7.1的第一个结论 (2.7.1)成立. 最后,我们来确定下先验假设 (6.2.16)的正确

性, 如果第 n层满足 (6.2.16), 则结合 (6.2.33)和投影算子 P̃h 的近似属性 (2.5.5),

可得:
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∥∥ẽn+1
u

∥∥ =
∥∥un+1 − ũn+1

h

∥∥ =
∥∥∥ξ̃n+1

u − η̃n+1
u

∥∥∥
≤
∥∥∥ξ̃n+1

u

∥∥∥+ ∥∥η̃n+1
u

∥∥ ≤ C0

(
hk+

1
2 + τ 2

)
+ Chk+1,

(6.2.34)

因为考虑的是高阶 (k ≥ 2)分段三角基有限元空间 Ṽ k
h ,由 (6.2.34)知,当 h足够小

时，
∥∥un+1 − ũn+1

h

∥∥ ≤ h
3
2 显然成立，这表明，若第 n层满足 (6.2.16),则第 ( n + 1)

层也满足 (6.2.16), 然后前面验证过第 0 层也满足 (6.2.16), 这就表明了先验假设

(6.2.16)是合理的，这就完成了定理2.7.1 (2.7.1)的证明.

一阶分段三角基有限元空间的误差估计

本节我们将会考虑在一般 CFL条件 (τ ≤ CCFLh)下,一阶分段三角基 ( (k =

1)的有限元空间的 RKDG方法的误差估计, 和6.2中的分析步骤一样, 我们先给

出一个先验假设：对于足够小的 h,有：

∥un − unh∥ ≤ h, (6.2.35)

仿照 6.2中的验证步骤可知,当 n = 0时, u0h = P̃hu0(x)是满足 (6.2.35)的,我们可

以验证 (6.2.35)的正确性,即证明若第 n层成立,则 n + 1层也成立.对于线性数

值通量 f = cu，这个先验假设是不必要的. 接下来,我们将分别分析 (2.2.8)等式

的左端和右端.

(2.2.8)等式右端的误差估计.和推导 (6.2.11)的过程一样,利用 Taylor展开到二阶

导数,可得:

K̃n (ṽh) ≤ ε ∥ṽh∥2 +
M(ε)τ 2

h
α2
(
ĥ, ũnh

) [
ξ̃nu

]2
+

(
C∗τ

2

h2
∥ẽnu∥

2
∞ + Cτ 2

)∥∥∥ξ̃nu∥∥∥2
+
(
C + C∗ ∥ẽnu∥

2
∞
)
h3τ −

N∑
j=1

τf ′ (unj ) ∫
Ij

ṽh∂xξ̃
n
udx,

(6.2.36)

在一阶分段三角基有限元的情况下,注意到,对任意函数 gh,有:

gh = ḡh + (gh − ḡh) , (6.2.37)

其中 ḡh是 gh在区间 Ij 上的平均值,即
∫
Ij
(gh − ḡh) dx = 0, (1 ≤ j ≤ N)

因为本节中讨论的 Ṽ k
h 是一阶分段三角基有限元空间,所以由 ξ̃nu ∈ Ṽ k

h ,可知: 其
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导函数 ∂xξ̃
n
u 在每个区间 Ij 上是常数,因此对任意函数 gh,有:

∫
Ij

(gh − ḡh) ∂xξ
n
udx = 0, 1 ≤ j ≤ N (6.2.38)

令 gh = ξ̃nw − ξ̃nu ,注意到 gh, gh − g̃h ∈ Ṽ k
h ,由 (2.2.5a)和 (6.2.37),经过一个简单的

计算,有:

∥gh − ḡh∥2 = (gh, gh − ḡh) =
(
ξ̃nw − ξ̃nu , gh − ḡh

)
= K̃ (gh − ḡh) , (6.2.39)

在 (6.2.36)中取 vh = gh − ḡh,则 (6.2.36)的最后一项消失,由 (6.2.39),当 ε足够小

时,我们有:

∥gh − ḡh∥2 ≤
Mτ 2

h
α2
(
ĥ, ũnh

) [
ξ̃nu

]2
+

(
C +

C∗

h2
∥ẽnu∥

2
∞

)∥∥∥ξ̃nu∥∥∥2 τ 2 + β(n)h3τ,

(6.2.40)

其中 β(n) = C + C∗ ∥ẽnu∥
2
∞,注意到 ∂xgh = ∂x (gh − ḡh)和针对三角基情形的逆不

等式 (2.6.9a),有:

∥∂x (ξnw − ξnu)∥
2 = ∥∂xgh∥2 ≤ ∥∂x (gh − ḡh)∥2 ≤ Ch−2 ∥(gh − ḡh)∥2

=
Mτ 2

h3
α2
(
ĥ, ũnh

) [
ξ̃nu

]2
+

(
C

h2
+
C∗

h4
∥ẽnu∥

2
∞

)∥∥∥ξ̃nu∥∥∥2 τ 2 + β(n)hτ,

(6.2.41)

利用α
(
ĥ, ũnh

)
的有界性和针对三角基情形的逆不等式 (2.6.9b),我们可得到 (2.2.8)

右端项的误差估计：

∥∥∥ξ̃n+1
u − ξ̃nw

∥∥∥2 ≤C (Ξ(n)h3τ + τ 6
)
+ δ1(n)α

(
ĥ, ũnh

) [
ξ̃nu

]2
τ + δ2(n)α

(
ĥ, w̃n

h

) [
ξ̃nw

]2
τ

+

(
C∗τ

2

h2
(
∥ẽnu∥

2
∞ + ∥ẽnw∥

2
∞
)
+
C∗τ

4

h4
∥ẽnu∥

2
∞ + Cτ 2

)∥∥∥ξ̃nu∥∥∥2 ,
(6.2.42)

上式在 CFL条件: τ ≤ CCFLh下成立,其中 CCFL将在后续中确定.

其中 C,C∗与 n, h, τ, ũnh, w̃
n
h 无关, Ξ(n) = 1 + C∗ ∥ẽnu∥

2
∞ + C∗ ∥ẽnw∥

2
∞

δ1(n) =
Mτ

h
max

1≤j≤N
α
(
ĥ, ũnh

)
j+ 1

2

+
Mτ 3

h3
max

1≤j≤N
α3
(
ĥ, ũnh

)
j+ 1

2
, (6.2.43)

δ2(n) =
Mτ

h
max

1≤j≤N
α
(
ĥ, w̃n

h

)
j+ 1

2

, (6.2.44)
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其中M 只与 ε有关,将它和 (6.2.20)相比较,发现对于一阶分段三角基有限元空

间的情形, (6.2.20)中 τ4

h4 项的系数消失了,这就是为什么这里的 CFL条件可取为

τ ≤ CCFLh而不用取为:

τ ≤ CCFLh
4
3 .

(2.2.8)等式左端的误差估计.我们将分别估计 K̃n
(
ξ̃nu

)
和 L̃n

(
ξ̃nw

)
,并以 K̃n

(
ξ̃nu

)
举例, 我们仿照 6.2来分析 K̃n

(
ξ̃nu

)
, 并分析 (6.2.21)中的每一项, W1,W4 的分析

与 (6.2.22)(6.2.27)一样,我们重点分析W2,W3,由 Taylor展开:

f (un)− f (ũnh) =f
′ (un) ξ̃nu − 1

2
f (2) (un)

(
ξ̃nu

)2
− f ′ (un) η̃nu + f (2) (un) ξ̃nu η̃

n
u

− 1

2
f (2) (un) (η̃nu)

2 − 1

6
f (3)
u

(
ξ̃nu − η̃nu

)3
∆
=ϕ1 + · · ·+ ϕ6,

(6.2.45)
f (un)− f

(
ũ
n

h

)
=f ′ (un) ξ̃u

n − 1

2
f (2) (un)

(
ξ̃
n

u

)2
− f ′ (un) η̃u

n
+ f (2) (un) ξ̃uuη̃

n

u

− 1

2
f (2) (un)

(
η̃u

n
)2

− 1

6
f (3)
u

(
ξ̃
n

u − η̃u
n
)3

∆
=ψ1 + · · ·+ ψ6,

(6.2.46)

其中 f
(3)
u 和 f̃

(3)
u 是一些平均值,则我们有W2 =

∑6
i=1 T̂i, W3 =

∑6
i=1 Ŷi,其中

T̂i = τ
∑N

j=1

∫
Ij
ϕi∂xξ

n
udx, Ŷi = τ

∑N
j=1 (ψi)j+ 1

2
[ξnu ]j+ 1

2
, 经过一个简单的分部积

分,有:

T̂1 + Ŷ1 = − τ
2

∑N
j=1

∫
Ij
∂xf

′ (un) (ξnu)
2 dx,这表明: T̂1 + Ŷ1 ≤ C

∥∥∥ξ̃nu∥∥∥2 τ ,

同理,我们有:

T̂2 + Ŷ2 = τ
24

∑N
j=1 f

(2) (un)j+ 1
2

[
ξ̃nu

]3
j+ 1

2

+ τ
6

∑N
j=1

∫
Ij
∂xf

(2) (un)
(
ξ̃nu

)3
dx,注意到,

由 Taylor展开,有 f (2) (un)
[
ξ̃nu

]
= f (2)

(
ũ
n

h

)
[η̃nh ]− f (2)

(
ũ
n

h

)
[ũnh] + f (3)

[
ξ̃nu

]
ẽnu,结

合引理2.1.2 (2.1.7d) 和投影算子 P̃h 的近似属性 (2.5.5), 可得在每个边界点 xj+ 1
2

处,有:

− 1

24
f (2) (un)

[
ξ̃nu

]
≤ 1

3
α
(
ĥ, ũnh

)
+ C∗

(
h+ ∥ẽnu∥

2
∞
)
,

则我们有:

T̂2 + Ŷ2 ≤
1

3
α
(
ĥ, ũnh

) [
ξ̃nu

]2
τ + C∗

(
C +

∥∥∥ξ̃nu∥∥∥∞ + h−1 ∥ẽnu∥
2
∞

)∥∥∥ξ̃nu∥∥∥2 τ,
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和 6.2节一样,将 f ′ (unj )引入 T̂3,将引理2.1.2 (2.1.7c)代入 Ŷ3,可得:

T̂3 + Ŷ3 ≤
1

6
α
(
ĥ, ũnh

) [
ξ̃nu

]2
τ +

(
C + C∗h

−1 ∥ẽnu∥
2
∞
) ∥∥∥ξ̃nu∥∥∥2 τ + Ch3τ,

由 Young’s不等式和针对三角基情形的逆不等式 (2.6.9a)(2.6.9b),有:

T̂4 + Ŷ4 ≤ C∗h
−1 ∥η̃nu∥∞

∥∥∥ξ̃nu∥∥∥2 τ ≤ C∗

∥∥∥ξ̃nu∥∥∥ τ,
T̂5 + Ŷ5 ≤ C∗h

−1 ∥η̃nu∥∞
(
∥η̃nu∥+ h

1
2 ∥η̃nu∥Γh

)∥∥∥ξ̃nu∥∥∥ τ ≤ C∗

∥∥∥ξ̃nu∥∥∥2 τ + C∗h
4τ,

T̂6 + Ŷ6 ≤ C∗h
−1 ∥ẽnu∥

2
∞

(∥∥∥ξ̃nu∥∥∥2 τ + Ch4τ

)
.

将上诉误差估计相加起来,可得:

W2+W3 ≤ ϕ (un)
∥∥∥ξ̃nu∥∥∥2 τ+1

2
α
(
ĥ, ũnh

) [
ξ̃nu

]2
τ+
(
C + C∗h

−1 ∥ẽnu∥
2
∞
)
h3τ, (6.2.47)

其中 ϕ (un) = C + C∗

(∥∥∥ξ̃nu∥∥∥∞ + h−1 ∥ẽnu∥
2
∞

)
.

结合 (6.2.22)(6.2.47)(6.2.27),可得:

K̃n
(
ξ̃nu

)
≤ ϕ (un)

∥∥∥ξ̃nu∥∥∥2 τ − τ

4
α
(
ĥ, ũnh

) [
ξ̃nu

]2
+
(
C + C∗h

−1 ∥ẽnu∥
2
∞
)
h3τ, (6.2.48)

同样的步骤,可得：

L̃n
(
ξ̃nu

)
≤ ϕ (wn)

∥∥∥ξ̃nw∥∥∥2 τ − τ

4
α
(
ĥ, w̃n

h

) [
ξ̃nw

]2
+
(
C + C∗h

−1 ∥ẽnw∥
2
∞
)
h3τ + Cτ 5,

(6.2.49)

其中 ϕ (wn) = C + C∗

(∥∥∥ξ̃nw∥∥∥∞ + h−1 ∥ẽnw∥
2
∞

)
.

至此,我们得到了 (2.2.8)等号左端的误差估计.

下面,我们将利用先验假设 (6.2.35)来得到我们想要的误差估计. 由针对三角基情

形的逆不等式 (2.6.9c)和投影算子 P̃h的近似属性 (2.5.5),先验假设 (6.2.35)表明:

∥un − ũnh∥∞ ≤ Ch
1
2 ,

∥∥∥ξ̃nu∥∥∥∞ ≤ Ch
1
2 . (6.2.50)

由 (6.2.35)和 (6.2.19),我们有
∥∥∥W n − W̃ n

h

∥∥∥
∞

≤ Ch因此,由针对三角基情形的逆

不等式 (2.6.9c)和投影算子 P̃h的近似属性 (2.5.5),我们有:

∥∥∥W n − W̃ n
h

∥∥∥
∞

≤ Ch
1
2 ,

∥∥∥ξ̃nw∥∥∥∞ ≤ Ch
1
2 . (6.2.51)
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结合 (6.2.48)(6.2.49)(6.2.42)(6.2.19)(6.2.50)(6.2.51),在一般的CFL条件下 τ ≤ CCFLh,

对于足够小的 h,有:

∥∥∥ξ̃n+1
u

∥∥∥2 − ∥∥∥ξ̃nu∥∥∥2 + 1

4
α
(
ĥ, ũnh

) [
ξ̃nu

]2
τ +

1

4
α
(
ĥ, w̃n

h

) [
ξ̃nw

]2
τ

≤ C

(∥∥∥ξ̃nu∥∥∥2 τ + h3τ + τ 5
)
+ δ1(n)α

(
ĥ, ũnh

) [
ξ̃nu

]2
τ + δ2(n)α

(
ĥ, w̃n

h

) [
ξ̃nw

]2
τ.

(6.2.52)

其中 C 与 n, h, τ, ũh, w̃h无关.

因为 (6.2.43)(6.2.44)中定义的 M 与 h, τ 无关, 所以存在两个与 h, τ 无关的最大

正常数 r1, r2,使得:

Mr1 +Mr31 ≤
1

8
, Mr2 ≤

1

8
.

由 τn ≤ Cn
CFLh,我们定义在每个时间层 t = tn的每个时间步长为 τn,其中的 CFL

数 Cn
CFL定义为:

Cn
CFL = min

(
r1

(
max

1≤j≤N
α
(
ĥ, ũnh

)
j+ 1

2

)−1

, r2

(
max

1≤j≤N
α
(
ĥ, w̃n

h

)
j+ 1

2

)−1
)
,

(6.2.53)

因为时间步长在这是常量,所以我们定义 CCFL = minn≤Nτ C
n
CFL,其中 Nτ 连续解

存在的最大时间层迭代次数.则在一般的 CFL条件下 τ ≤ CCFLh,由 (6.2.52),有:

∥∥∥ξ̃n+1
u

∥∥∥2−∥∥∥ξ̃nu∥∥∥2+τ8α(ĥ, ũnh) [ξ̃nu]2+τ8α(ĥ, w̃n
h

) [
ξ̃nw

]2
≤ C

(∥∥∥ξ̃nu∥∥∥2 τ + h3τ + τ 5
)
,

则由 Gronwall’s不等式,可得如下误差估计:

∥∥∥ξ̃n+1
u

∥∥∥2 + n∑
m=0

α
(
ĥ, ũmh

) [
ξ̃mu

]2
τ ≤ C0h

3, n ≤ Nτ . (6.2.54)

其中 C0 与 n, h, τ, ũnh, w̃h 无关, 即证定理2.7.1(2.7.2) 式最后, 来验证下先验假设

(6.2.35), 如果它在第 n 时间层成立, 则由 (6.2.54) 和投影算子 P̃h 的近似属性

(2.5.5),有:
∥∥un+1 − ũn+1

h

∥∥ ≤ C0h
3
2 ,这表明,对于充分小的 h,有

∥∥un+1 − ũn+1
h

∥∥ ≤ h

成立,先验假设 (6.2.35)对 (n + 1)时间层也成立,而在前面也验证过, (6.2.35)对

第 0时间层是成立的,这就验证了先验假设 (6.2.35)的合理性. 综上，即完成了定

理2.7.1在普通单调数值通量情形下的证明.
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迎风格式的最佳误差逼近

这一节我们研究定理2.7.1在迎风数值通量下的误差分析.

数值通量 ĥ(p)被称为迎风数值通量,如果它满足:

ĥ(p) =

 f (p−) , f ′(q) ≥ 0, q ∈ [min (p−, p+) ,max (p−, p+)] .

f (p+) , f ′(q) ≤ 0, q ∈ [min (p−, p+) ,max (p−, p+)] .

我们引入新的投影 R̃h来代替 (2.1.1)中的 L2投影, R̃hp定义如下: 如果 f ′ (un)在

Ij 上不变号（恒为正或恒为负）,则:

R̃h(p) (xj,l)− p (xj,l) = 0, l = 0, · · · , k, (6.2.55)

其中 xj,l是区间 Ij 上的 Gauss - Radau点,并且:

(i) xj,k = xj+ 1
2
, f ′ (un) ≥ 0, x ∈ Ij, (6.2.56)

(ii) xj,0 = xj− 1
2
, f ′ (un) ≤ 0, x ∈ Ij,

(iii)如果f ′ (un) 在Ij 上变号,则: R̃h(p) = P̃h(p).

为了方便,我们依然定义投影近似误差为 η̃p = p− R̃hp, (p = u,w),容易验证不等

式 (2.5.5)仍然成立 [1],且对任意 1 ≤ j ≤ N,n < Nτ ,有:∣∣∣∣∣
∫
Ij

(
pn − R̃hp

n
)
∂xṽhdx

∣∣∣∣∣ ≤ ckh
k+1∥p∥L∞(Hk+2(Ij)) ∥ṽh∥Ij , (6.2.57)

其中 ck 只与 k有关 [36].

注意到, 对于情况 (i), ηnu

(
x−
j+ 1

2

)
= ηnw

(
x−
j+ 1

2

)
= 0, 对于情况 (ii), ηnu

(
x+
j− 1

2

)
=

ηnw

(
x+
j− 1

2

)
= 0,对于情况 (iii),就是说 Ij 上有某个点在 t = 0的时刻满足 f ′ (u0) =

0, 那么这个点处的特征线就是垂直的, 在末来的所有时间层, Ij 都将属于情况

(iii),因此,如果一个区间 Ij 在初始时刻属于 (i) (ii) (iii)的某一种,那么在末来的所

有时刻,它都将属于该情况,因此不等式 (2.5.12)对于投影 R̃h也成立.

定义 ξ̃u = Rhu−uh, ξ̃w = Rhw−wh,我们可以得到和 (2.2.8)一样的能量方程,

为了得到在迎风数值通量下的最佳误差逼近,我们将会和之前一样分析 (2.2.8)的

左端和右端.和之前的主要不同是区间 Ij 边界处的误差估计. 我们定义一个参考
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值 q̃nh , (q = u,w),如果 f ′ (un)在 Ij ∪ Ij+1 上没有保持恒负,则定义这个参考值为

q̃n,−h ,否则定义为 q̃n,+h , q = u,w .

根据上面的这些修改,我们来估计
(
L̃n − K̃n

)
(vh),其中Θ1 (ṽh)和Θ2 (ṽh)的

估计和前面一样,只是涉及到数值通量的 Θ3 (ṽh)和 Θ4 (ṽh)需要仔细分析,所以,

对于 f ′ (un)不同的符号变换的情况,我们需要重新分析 Π̂(n) = f (wn)− ĥ (wn
h)−

f (un) + ĥ (unh) ,如果 f ′ (un)在 Ij ∪ Ij+1 上没有保持恒负,则在每个边界点 xj+ 1
2

处,有如下表达式:

Π̂(n) = f (wn)− f
(
wn,−

h

)
− f (un) + f

(
un,−h

)
− f

(
un,−h

)
+ ĥ (unh) + f

(
wn,−

h

)
− ĥ (wn

h) ,

∆
= Λ1 + Λ2 + Λ3 + Λ4,

Λ1 = f (wn)− f
(
wn,−

h

)
,

Λ2 = −f (un) + f
(
un,−h

)
,

Λ3 = −f
(
un,−h

)
+ ĥ (unh) ,

Λ4 = f
(
wn,−

h

)
− ĥ (wn

h) .

(6.2.58)

否则,将 (6.2.58)中将参考值 qn,−h 改为 qn,+h , (q = u,w)即可.因为 (i) (ii) (iii)的分

析是类似的,我们只给出 (6.2.58)在 (i)的情形下的分析作为例子,首先,我们可以

得到和 (6.2.5)中 Λ1 + Λ2 类似的 Taylor展开,只需要将 ξ̃n,−q 和 η̃n,−q 替换掉 ξ̃q
n,−

和 η̃q
n,−,除了Q4 ≜ −f ′ (un) (η̃n,−w − η̃n,−u ),其余的项的误差估计都是类似的.如果

f ′ (un)在 Ij ∪ Ij+1上非负,则由 R̃h的定义, Q4 = 0,否则 f ′ (un)在 Ij ∪ Ij+1上变

号,这表明
∣∣∣f ′
(
un
j+ 1

2

)∣∣∣ = O(h),则由投影近似属性 (2.5.5),有 Q4 = O
(
hk+

3
2

)
,因

此我们可以得到:

|T4 (ṽh)| ≤ ε ∥ṽh∥2 + Ch2k+2τ 2, (6.2.59)

接下来, 我们将会估计 (6.2.58) 中的 Λ3 和 Λ4, 以 Λ3 为例, 对于 f ′(·) 在 un,−h 和

un,+h 之间的符号变化的不同情形,注意到迎风数值通量的性质,我们有,如果 f ′(·)

是非负的,则 Λ3 = 0,类似的,如果 f ′(·)是非正的,则 Λ3 = f
(
ũn,+h

)
− f

(
ũn,−h

)
.

注意到在这里 f ′ (un)在 Ij ∪ Ij+1不恒为负,所以存在一个值 u∗,使得 f ′ (u∗) = 0,

经过一个简单的计算后,我们可以得到 |Λ3| ≤ C∗ (h+ ∥ẽnh∥∞) |[ũnh]|,否则, f ′(·)在

ũn,−h 和 ũn,+h 之间会变号,则对于迎风数值通量,我们有 |Λ3| ≤ C∗ [ũ
n
h]

2,将上述结

论综合起来,因为 [ũnh] = − [ẽnh],我们有:

|Λ3| ≤ C∗ (h+ ∥ẽnh∥∞) |[ẽnh]| , (6.2.60)
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因此我们有:

|T6 (ṽh)| ≤
C∗τ

2

h2
(
h2 + ∥ẽnu∥

2
∞
) ∥∥∥ξ̃nu∥∥∥2 + C∗τ

2

h

(
h2 + ∥ẽnu∥

2
∞
)
∥η̃nu∥

2
Γh

+ ε ∥ṽh∥2 ,

类似地,我们可以得到 T7 (ṽh)的误差估计.则我们可以获得 Θ3 (ṽh)的误差估计,

同样的方法我们可以获得 Θ4 (ṽh)的误差估计.

在上面的分析中,我们仍然留下了和 6.2节中一样的未估计的三项,我们仍然将这

三项记作 S5 (ṽh) , T5 (ṽh) , T̃5 (ṽh),这三项之和的分析和 (6.2.8)的分析一样. 则我

们可以将这些误差估计整合起来来得到
(
L̃n − K̃n

)
(ṽh)的估计，其中 (6.2.11)中

出现的显示误差 C
(
Ξ(n)h2k+1τ + τ 6

)
改进为 C

(
∆(n)h2k+2τ + τ 6

)
,其中 ∆(n) =

1 + C∗h
−1
(
∥enu∥

2
∞ + ∥enw∥

2
∞
)
, 和6.2 节的步骤一样, 我们先后令 vh = ξn+1

u − ξnw,

vh = −τf ′ (unj ) ∂x (ξnw − ξnu), 可以得到
(
L̃n − K̃n

)
(ṽh)的新的误差估计, 取充分

小的 ε,可以得到如下形式的关键不等式：

∥∥∥ξ̃n+1
u − ξ̃nw

∥∥∥2 ≤C (∆(n)h2k+2τ + τ 6
)
+
Mτ 2

h
|f ′ (wn)|2

[
ξ̃nw

]2
+
Mτ 2

h
|f ′ (un)|2

[
ξ̃nu

]2
+
C∗τ

2

h2

(
∥ẽnu∥

2
∞

∥∥∥ξ̃nu∥∥∥2 + ∥ẽnw∥
2
∞

∥∥∥ξ̃nw∥∥∥2)+ Cτ 2
(∥∥∥ξ̃nu∥∥∥2 + ∥∥∥ξ̃nw∥∥∥2)

+
N∑
j=1

τ 2
∣∣f ′ (unj )∣∣2 ∫

Ij

(
∂x

(
ξ̃nw − ξ̃nu

))2
dx,

(6.2.61)

其中 C 和 C∗与 n, h, τ 无关, M只与 ε有关，

|f ′ (pn)|2
[
ξnp
]2

=
∑

1≤j≤N

∣∣∣f ′
(
pn
j+ 1

2

)∣∣∣2 [ξnp ]nj+ 1
2

, (p = u,w).

跟随 6.2节的思路, 我们使用 (2.2.5a)-(2.2.7)的误差方程去估计 (2.2.8)等号右端

的 ∥ξn+1
u − ξnw∥

2, 以 k = 1来举例, 沿着 6.2的思路, 并注意到本节中新的参考值

q̃nh , (q = u,w)的定义,我们可以得到
∥∥f ′ (unj ) ∂x (ξnw − ξnu)

∥∥的误差估计,将该估计

结合 (6.2.19)的误差估计代入 (6.2.61),可得在 CFL条件 (τ ≤ CCFLh)下:

∥∥∥ξ̃n+1
u − ξ̃nw

∥∥∥2 ≤C (∆(n)h4τ + τ 6
)
+ δ1(n) |f ′ (un)|

[
ξ̃nu

]2
τ + δ2(n) |f ′ (wn)|

[
ξ̃nw

]2
τ

+

(
C∗τ

2

h2
(
∥ẽnu∥

2
∞ + ∥ẽnw∥

2
∞
)
+
C∗τ

4

h4
∥ẽnu∥

2
∞ + Cτ 2

)∥∥∥ξ̃nu∥∥∥2 ,
(6.2.62)
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其中 C 和 C∗与 n, h, τ 无关:

δ1(n) =
Mτ

h
∥f ′ (un)∥∞ +

Mτ 3

h3
∥f ′ (un)∥3∞ , δ2(n) =

Mτ

h
∥f ′ (wn)∥∞ , (6.2.63)

对于 k ≥ 2的情形, (2.2.8)等号右端的 ∥ξn+1
u − ξnw∥

2 的误差估计,和 (6.2.62)的思

路一样. 接下来我们将使用类似的方法去估计 (6.2.62) 等号左端的式子, 我们需

要将 (6.2.21)中每个边界点处的 ūh 用 ũn,+h , ũn,−h 来代替,和 6.2的思路一样,我们

可以得到如下的误差估计:

K̃n
(
ξ̃nu

)
≤ ψ (un) ∥ξnu∥

2 τ − 1

2
|f ′ (un)| [ξnu ]

2 τ +
(
C + C∗h

−2 ∥enu∥
2
∞
)
h2k+2τ,

(6.2.64)

L̃n
(
ξ̃nu

)
≤ ψ (wn) ∥ξnw∥

2 τ − 1

2
|f ′ (wn)| [ξnw]

2 τ +
(
C + C∗h

−2 ∥enw∥
2
∞
)
h2k+2τ +Cτ 5,

(6.2.65)

其中 Ψ(pn) = C + C∗

(
h−1

∥∥enp∥∥∞ + h−2
∥∥enp∥∥2∞) , (p = u,w), C 和 C∗ 与 n, h, τ

无关最后, 由先验假设: 对于足够小的 h, 有: ∥un − ũnh∥ ≤ h
3
2 , 可知 ∥ẽnu∥∞ ≤

Ch, ∥ẽnw∥∞ ≤ Ch,通过结合 (6.2.62)(6.2.64)(6.2.65)我们可以得到迎风数值通量的

最优误差估计.

至此，定理2.7.1全部证毕.
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